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Infinitésimos e Infinitos

Se dice que las funciones [ (x) y 4(x) son infinitésimos e infinitos equivalentes si se verifica que

flx) _
) =L

lim
Esto implica que si x estd en un entorno del punto X, se cumple que f (x)~#(x). Por tanto, muchas

operaciones locales quedan simplificadas cuando se sustituye una funcion por otra. En este documento se
estudia el caso en que estas sustituciones se utilizan para resolver limites.

Nota: No se ha hecho hincapié en la definicion anterior, pero las funciones f{x) y g(x) deben ser continuas en un entorno del punto x; por otro lado,
para considerar limites no es necesario que existan f{x;) y g(xo).

Infinitésimos

Algunos de los infinitésimos mas utilizados son los siguientes:

Sustituciones cuando una variable o funcion toma valores cercanos a 0
(1) Cuando x~0, se tienen las siguientes aproximaciones:

(a) sen(x)~x
(b) tg(x)~x
(c) arcsen(x)~x
(d) arctg(x)~x

() e"~1+x
x2
€3] cos(x)%l—?

(g) In(l1+x)~x

I+x 1
(h) ——~7
1
. 1
M I+x *
G) Va'+x~a+>—, a>0

2a
& (1+x)'~1+kx, keN

(k

D) ax +a, x _1)+---+a0Nakx_k, k€N



Nota: Muchas de estas equivalencias pueden demostrarse facilmente con la regla de L'Hopital

Nota: Con estas sustituciones, las funciones quedan escritas en funcion de polinomios

BN

(2) Los infinitésimos del primer punto también son ciertos para funciones mas generales. Cuando
f(-x)NO, sea en el entorno x~0 o0 en otro XRX,,

Como casos particulares interesantes se obtienen:

(2.1) Cuando x~0 se puede considerar f (x)=—x, con lo que se obtienen los infinitésimos
delalistacon —x envezdecon x

sen(—x)~—x

(2.2) Mas generalmente, cuando g(x)~0, sea en el entorno x~0 o en otro entorno
x~x,, sepuede considerar f (x)=—g(x)~0, porlo que

sen(—g(x))~—g(x)

(2.3) Sustituciones cuando una variable toma valores cercanos a ¢ Cuando x~c, se pueden
considerar f (x)=x—c~0 ¢ f(x)=c—x~0, lo que llevaria a la listas

sen(x—c)~x—c

Yy
sen(c—x)~c—x

Suele utilizarse mucho el caso c¢=1. En este caso, es util hacer un cambio de variable en €l
limite; por ejemplo, haciendo ahora el cambio x—1=y,

1 In(1+
x—1 n(X):h’myHO n( y) :ll’myaol__l
I—x I—-y—1 -y

lim

(2.4) Sustituciones cuando una funcién toma valores cercanos a ¢ Mdas generalmente, cuando
g(x)~c, sea en el entorno x~0 o en otro entorno X~X,, se puede considerar
f(x)=g(x)—c~0 6 f(x)=c—g(x)~0, porlo que se obtienen

sen(g(x)—c)~g(x)-c
y
sen(c—g(x))~c—g(x)

Infinitésimos basados en la férmula de Taylor
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(3) Sustituciones cuando una variable toma valores cercanos a 0 Cuando ¥~0, si existe la formula de
Taylorde f(¢) en ¢t=0, y f'(0)#0 se puede hacer la sustitucion

puesto que



y se cumple que

1!/

Nota: De nuevo, cuando una nueva funcion g ( X ) ~(, en la anterior sustituciéon podria sustituirse X por g ( x) , para obtener

SO0 )

£ g~ f(0)+4

Nota: Si f ! (0 ) =0 se considera, en la formula de Taylor, hasta el primer monomio con coeficiente no nulo
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(4) Sustituciones cuando una variable toma valores cercanos a 0 Cuando X~0, si f(¢) tiene desarrollo
de Tayloren f~c, y f'(c)#0 sepuede utilizar la sustitucién

f'(c)
1

Sf(x+e)=f(ec)+
porque x-+c=c
Nota: Cuando una nueva funcion & ( X ) ~(, enlaanterior sustituciéon podria sustituirse X por g( x) , para obtener

f'(c)
1!

flg(x)+e)~fle)+ g (x)

Nota: Si f ! (C) =0 se considera, en la formula de Taylor, hasta el primer monomio con coeficiente no nulo

 —

(5) Sustituciones cuando una variable toma valores cercanos a ¢ Cuando X=~¢, si existe la formula de
Taylorde f(¢) en =0, y f'(0)#0 se puede hacer la sustitucién

f'(0)
1!

f(x=c)~f(0)+ (x—c)
porque x—c~0

Nota: Cuando una nueva funcién g ( x) A~ ¢, enlaanterior sustitucion podria sustituirse X por g ( x) , para obtener

L0 o (x) =]

flg(x)=e)=f(0)+I

Nota: Si f ! (O) =0 se considera, en la formula de Taylor, hasta el primer monomio con coeficiente no nulo

N
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(6) Sustituciones cuando una variable toma valores cercanos a ¢ Cuando X~c, si f (¢ ) tiene desarrollo

de Tayloren t~c, y f'(c¢)#0 se puede utilizar la sustitucion

F )= e+ L

x—c)

Nota: Cuando una nueva funciéon g ( X ) ~C, enlaanterior sustitucion podria sustituirse Xx por g ( x) , para obtener



Nota: Si f ! (C) =( se considera, en la formula de Taylor, hasta el primer monomio con coeficiente no nulo

i

Infinitos

(7) Sustituciones cuando una variable o funcion tiende a infinito: Cuando X =%, se puede pensar en una
' que cumpliria y~0, por lo que todo lo dicho para infinitésimos seria cierto al

variable y=x"

>

i 1 :
sustituir x por < esto llevaria a las listas, cuando x —o0,

Del mismo modo, para una funcién f (x)— o se cumpliria lo dicho para los infinitésimos de f (x)~0

., . 1 , .
sin mas que sustituir f (x) por m esto llevaria a las listas, cuando f (x)— o,

Sen( I )N I
RIS

sen(— I )N—
fx)) fx)

Para polinomios, la sustitucion a,x"+a, ,x" '+ --+a,~a,x", k€N es muy utilizada. Al hacerlo, o
bien se alude a ella directamente o se repiten los siguientes calculos (para el limite concreto que se esté
calculando):

k k-1
apXx | dr1 X ao A1 4o
by =l T ot a,+ +eo =
Ii a,x a, X ao_l, X X X =i X 1
m, ., p =lm__ p =lm__,, =
a,x apx a
k
b
A
=3

(8) Sustituciones cuando una variable o funcién tiende a infinito: Para los infinitésimos basados en la formula
de Taylor, es posible hacer lo que se ha hecho en el apartado anterior. Para las aproximaciones del apartado
(3) y su nota, y del apartado (4) y su nota, seria posible hacer, respectivamente,

1o S0 1 RN £10) 1
7 ros LR f(g(x) ror 0L

o f'le)1 1
~ f(c)+ TS f(g(x)+c

~fleyr Lt
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Ejemplos

En algunos casos hay que tener cuidado al hacer varias sustituciones de infinitésimos a la vez. Por
ejemplo, cuando x~0 el hecho de que se cumplan sen(x)~x y fg(x)~x implica la aproximacion
sen(x)—tg(x)~0, pero esto no es lo que se obtendria después de hacer las dos sustituciones, a saber,
x—x=0, porque entonces se estaria sustituyendo algo que es aproximadamente cero por algo que es
exactamente cero, lo que en algunos casos puede introducir falsedades y dar problemas (véanse los ejemplos
b.1 y d.1). A veces es necesario hacer calculos y operaciones antes de sustituir los infinitésimos. Otras veces
es necesario utilizar mas términos en infinitésimos basados en la féormula de Taylor, puesto que el primero no
es suficiente para discriminar el comportamiento de dos funciones tan parecidas.

Ejemplo a.1
2
lim, sen(3x)seSn2(5x) lim,_, 3x szzlimwo : 15x ——lim, 152 =15
(x—x") (x—x") x(1—x7) (1—x7)

Nota: Resolver este limite por la regla de L'Hopital es muy engorroso, porque hay que derivar productos

Ejemplo a.2
X X
arcsen| ——— —
Ii ) L= _y -1 _
my_o 11’1(1 _x) =my —x =Lmy g 1—x2_

Nota: Resolver este limite por la regla de L'Hopital es también engorroso

Ejemplo a.3
lim —x—sen(2x)_ll,m X2X _ im —x__1
20 x+sen(3x) 0% +3x “04x 4
Nota: Este limite se resuelve facilmente por la regla de L'Hopital
Ejemplo a.4
2 2
1_(mx) _1+(nx) o
, cos(mx)—cos(nx) _, 2 2 m | n
lim,_, > =lim__, > ——7—%?
X X

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital dos veces seguidas



Ejemplo a.5

1,2 1
e T
lim,_, 1 =lim__, 1 ==2
2 27

No obstante, quiza es mas facil resolver este limite sin utilizar infinitésimos, sino haciendo

3
lim, o lim,_, : _ lz’mﬁo#=—2
3

R x — -

2x° 2x° 2

Ejemplo b.1

En el siguiente limite aparecen problemas cuando se sustituyen dos infinitésimos a la vez:

sen(x)—lsen(2x) x—l2x _ '
X—X — No tiene sentido
3

lim,_, 3 =lim,_, —=1lim,_,

X X X

Una forma de resolver este limite es utilizar la formula trigonométrica del angulo doble:

1 1
’ sen(x) 5 sen(2x) , sen(x) 5 2sen(x)cos(x) ’ sen(x){1—cos (x)]
lim,_,, 3 =lim,_, 3 =lim,_, 3
x x x
x2
X l—l—f‘?
:ll’mxHOTZE

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital tres veces seguidas

Ejemplo c.1
2 3
1—-{1-%
, 1—cos(x)’ . ( 2) 3
llman—ZthXHO—zz...:_
sen (x) x 2

Nota: Este limite quiza se resuelve mas facilmente por L'Hopital

Ejemplo c¢.2
x2
-1+ |4
, (1—cos(x))sen(4x) 2 | , 2
llmxao 3 :llmxﬂo :llmxﬂo—zzz
x” cos(x) 3 l—x—2 X
x 5 >

Nota: Resolver este limite por la regla de L'Hopital es muy engorroso, porque hay que derivar productos



Ejemplo d.1

En el siguiente limite no se pueden utilizar infinitésimos del apartado (1), por lo que una opcidn es resolverlo
con la regla de L'Hopital

2 2
tg(x)—x —lim l+1g(x)—1 —lim 2tg(x)(1+tg(x) )_2

lim =
0 x—sen(x) % 1—cos(x) ¥0 sen(x)

Otra opcidn es utilizar mas términos en los infinitésimos de Taylor

3

X+ —x
t —
ll’mr—»OM:limx—'O;}zz
= x—sen(x) 4 X
Y

Ejemplo d.2
El siguiente limite se va a resolver utilizando los infinitésimos basados en la serie de Taylor. En un entorno del
2 2 2
. X X 21 x° 1 (x ;
0, se cumple que =14+=—4+—=4+---, 1 —1- 4 ..., asique
umple que e 173 por lo que e 1 2-|-2 2 + qu
X2 X4 X2 X4 )C4 )C4
e l——+=—1+=— _——
e P—cos(x) 28 2 24, 8 24 1
lim,_,——————=Ilim _, 3 =lim,_ ,——F—==x
x”sen(x x'x x 12
Ejemplo d.3

El siguiente limite se resuelve facilmente con la regla de L'HOpital. Notese que es sen(x) quien estd en el
entorno de 0, no la variable x.

lim =lim >
1+2g(x)7) -2 2

sen(x)—cos(x) , X=2X cos(x)—=(=sen(x)) "2 =2
x—>:Tr l—lg(x) XHOX+3X x_’:Tr —(

Ejemplo e.1
5 2 5
lim, ., 5X+—26X1 =lim,_,, 5—)2=ll'mx%o —5=0
3x 3x 3x

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital cinco veces seguidas

No obstante, quiza es mas facil resolver este limite sin utilizar infinitésimos, sino haciendo

—5x°+2x°—1 x° xooxtox®
lim__ B — =lim__, 1 =lim__, 3 =0
3x _63X6

X



Ejemplo e.2

, —x’+2x’-1_,
lim,_,_, — = llm)H_oo—3
2x 2x 2

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital tres veces seguidas

Ejemplo f.1
sen(L) L
x* x° 1
lim, ., =lim,_, =——
_3 3 3
X2 X

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital

Ejemplo f.2
ln( X+l In{1 +l) 1
X X
lim,, ,————=lim ,_, ,———=lim, _,, xl =0
e e I+
x

Nota: Este limite se resuelve también aplicando la regla de L'Hopital
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