% Puedes no imprimir este archivo y consultarlo en formato digital, ahorraras papel y tinta. Si decides imprimirlo,
por favor hazlo en papel reciclado, a doble cara y con poca tinta. Sé ecoldgico. Muchas gracias.

e

Notas de Analisis

1. Vectores

1.1 Producto escalar
1.1.1. Médulo de un vector
1.1.2. Angulo entre dos vectores
1.1.3. Ortogonalidad

1.2. Producto vectorial
1.2.1. Paralelismo
1.2.2. Célculo del areas

1.3. Producto mixto
1.3.1. Calculo del volimenes
1.3.2. Coplanariedad

2. Funciones de una variable
2.1. Dominio
2.2. Limites
2.2.1. Indeterminaciones de la forma () / 0
2.2.2. Indeterminaciones de la forma 00O / o0
2.2.3. Indeterminaciones de la forma 00-()

2.2.4. Indeterminaciones de la forma 00— 00

2.2.5. Indeterminaciones de las formas OOO , 00 o 17

2.3. Continuidad

2.4. Funciones elementales
2.5. Interpolacion

2.6. Ecuaciones

2.7. Derivacion de funciones de una variable
2.7.1. Recta tangente a una curva. Pendiente de la recta
2.7.2. Funcioén derivada
2.7.3. La diferencial
2.7.4. Tabla de derivadas
2.7.5. Propiedades para las funciones construidas a partir de otras
2.7.6. Aplicaciones de la derivada

2.8. Representacion grafica
2.8.1. Puntos de corte
2.8.2. Asintotas
2.8.3. Crecimiento y decrecimiento
2.8.4. Concavidad y convexidad
2.8.5. Extremos relativos: minimos y maximos relativos
2.8.6. Extremos absolutos

2.9. Integrales indefinidas
2.9.1. Propiedades
2.9.2. Método de integracion inmediata
2.9.3. Método de cambio de variable
2.9.4. Método de integracion por partes
2.9.5. Integracion de funciones racionales
2.9.6. Algunas integrales «con truco»
2.10. Integrales definidas propias
2.10.1. Funcién integrable segun Riemann
2.10.2. Propiedades
2.10.3. Primer teorema fundamental del calculo integral
2.10.4. Segundo teorema fundamental del calculo integral o regla de Barrow
2.10.5. Calculo de areas (es necesario que se corrija el signo que la integral definida asigna)
2.10.6. Calculo de la longitud de arco
2.10.7. Calculo de volumenes
2.11. Integrales definidas impropias
2.11.1. De intervalo no acotado
2.11.2. De funcién no acotada

2.12. Ecuaciones diferenciales ordinarias

%



3. Funciones de varias variables
3.1. Dominio

3.2. Representacion grafica
3.2.1. Curvas y superficies de nivel

3.3. Limites reiterados y direccionales
3.4. Continuidad

3.4.1. Tipos de discontinuidades
3.5. Derivadas direccionales y parciales

3.6. Matrices de derivadas parciales
3.6.1. Vector gradiente
3.6.2. Matriz jacobiana

3.7. Diferenciabilidad
3.7.1. Matriz hessiana
3.8. Plano tangente (n = 2) a la superficie
3.9. Recta perpendicular (n = 2) a la superficie

3.10. Extremos de funciones de varias variables
3.10.1. Extremos relativos
3.10.2. Extremos absolutos
3.10.3. Optimizacion de funciones con restricciones de igualdad

3.11. Féormula de Taylor

3.12. Integrales dobles (n = 2)
3.12.1. Condiciones de integrabilidad
3.12.2. Integracion reiterada
3.12.3. Cambio en el orden de integracion
3.12.4. Cambio de variable
3.12.5. Regiones
3.12.6. Calculo de areas
3.12.7. Célculo de volimenes

A. Apéndice

A.1. Notacion en el Calculo Diferencial

1. Vectores

Un vector es un conjunto de escalares (nimeros) ordenados, y puede darse como:
a:(al,az,. En an)
Nota: A veces se utiliza la notacion ¢ =@, como se hace méis adelante en este documento.

0, lo que es equivalente, como

a=a, e+ta,e,t+---a,e

n n

donde cada vector €; vamos a suponer que es un vector de longitud 1 que esta sobre uno de los ejes,
que son perpendiculares entre si (base canonica).

1.1. Producto escalar

El producto escalar es un operacion que se define entre dos vectores y que da como resultado un
escalar (nimero). Se define como:

Forma 1:
Zi-b=|2i|-|b|-cos (x
donde a es el angulo que forman los dos vectores.
Forma 2: Se cumple que si los vectores €; son unitarios y perpendiculares entre si:

a-b=a,-b+a,b,++a, b



Propiedades

 Nulidad: El producto puede valer 0 por varios motivos:

1) Cuando [@=0, es decir, cuando @=0
2) Cuando [b|=0, es decir, cuando h=0

3) Cuando cosx=0, es decir, cuando u=%+k-1-r, con k€Z. Esto sucede

cuando los vectores son perpendiculares entre si
. Propiedad conmutativa: G-b=h
- Propiedades distributiva: g-(b+

1.1.1. Médulo de un vector

Esta operacion se puede utilizar para definir el médulo de un vector, ya que:
a-a=flfal-cos0=[a® — = [@d=Vaa

Un vector es unitario si su médulo (longitud) es 1. A partir de cualquier vector se puede
construir uno unitario sin mas que dividirlo por su moédulo, es decir:

=Y

u=

=

De nuevo, si los vectores €; son unitarios y perpendiculares entre si (ortogonales), se tiene
que:

|'d|=\/af+a§+~--+ai

lo que puede verse como el teorema de Pitagoras en n dimensiones.

1.1.2. Angulo entre dos vectores

Dado que 5-B=|5|-|E‘-cosu y a-b=a,-b+a, b,+---+a, b, otra aplicacion del producto
escalar consiste en definir el &ngulo entre dos vectores como
a,b,+a, b,+---+a,b,

al-(5

Nota: Recuérdese que la expresion del numerador y, por tanto, esta definicién, son ciertas para una base ortonormal

COSX =

1.1.3. Ortogonalidad

Dado que este producto involucra el cosa, puede utilizarse para definir o comprobar si dos
vectores son perpendiculares: g-h=0

 —

1.2. Producto vectorial

El producto vectorial es un operacion que se define entre dos vectores y que da como resultado
otro vector. Este producto se puede calcular como:

Forma 1: Calculando su mdédulo con
1@ x b|=[al|B]- sen o

donde a es el angulo que forman los dos vectores, y su su direccion con la regla del tornillo o
del sacacorchos.



Forma 2: Aplicando la formula:

a, da;

b2 b3

a,

bl

a, a,

bl b2

axb= €= €, -

a,
b3
Una regla mnemotécnica para recordar esta formula anterior, que abusa un poco de la notacion,
porque no se pueden mezclar vectores y nlimeros en una matriz, es:

L olé e &
axb=la, a, a,
b

1 b2 b3

donde se calcularia el determinante desarrollandolo por la primera fila.

Propiedades
+ Nulidad: El producto puede valer 0 por varios motivos:

1) Cuando [@=0, es decir, cuando @=0

2) Cuando |h|=0, es decir, cuando h=0

3) Cuando sen=0, es decir, cuando x=k-1t, con k€Z. Esto sucede cuando
los vectores estan alineados (yacen en la misma linea, sea con el mismo sentido o
con sentido opuesto)

—bxa

 Propiedad anticonmutativa: gxb=
¢)=axb+ax?¢

x
- Propiedades distributiva: g x (5

1.2.1. Paralelismo

Dado que este producto involucra el senx, puede utilizarse para comprobar si dos vectores
son paralelos: gxb=0

1.2.2. Calculo del areas

Una aplicacion del producto vectorial se basa en que proporciona el area del paralelogramo que
forman los dos vectores (nétese que si son paralelos, el area es cero, como el producto
vectorial). Por tanto, también permite hallar el area del tridngulo que es la mitad del
paralelogramo. Finalmente, permite calcular el area de una regién que se pueda descomponer
en triangulos.

o

E—1

1.3. Producto mixto

El producto mixto es un operacion que se define entre tres vectores como
a-(bx?¢)
Forma 1: Haciendo los célculos segtn lo visto para los productos escalar y mixto

Forma 2: Se puede comprobar que

a, a, da;
a-(bx¢)=\b, b, b,
€ € G



Propiedades
+ Nulidad: El producto puede valer 0 por varios motivos:

1) Cuando da=0

2) Cuando h=0

3) Cuando ¢=0

4) Cuando el determinante es nulo, es decir, cuando los tres vectores no son linealmente
independientes (existe un plano que los contiene)

1.3.1. Calculo del volumenes

Una aplicacion del producto vectorial se basa en que proporciona el volumen del
paralelepipedo que forman los tres vectores. Por tanto, también permite hallar el volumen del
tetraedro (como una pirdmide, posiblemente irregular) que es la mitad del paralelogramo.
Finalmente, permite calcular el volumen de una region tridimensional que se pueda
descomponer en tetraedros.

1.3.2. Coplanariedad
Dado que este producto calcula el volumen, puede utilizarse para comprobar si tres vectores
estan en el mismo plano, lo que sucede si el tetraedro que forman tiene volumen cero:

a-(bx¢)=0

 —

2. Funciones de una variable

2.1. Dominio

Son los valores que puede tomar la variable independiente. Los puntos que con mas frecuencia
hay que excluir, son:
- En un cociente, el denominador no puede ser nulo
- Una raiz de orden par (cuadrada, cuarta, sexta, etc.) s6lo se puede aplicar (con nimeros
reales) a una cantidad no negativa
« Un logaritmo (de cualquier base) sélo se puede aplicar (con nimeros reales) a una cantidad
positiva

Nota: Una expresion matematica tiene sentido so6lo cuando todas sus partes lo tienen a la vez, por lo que el dominio final es la
interseccion de los dominios de esas partes.

 —

2.2. Limites

Propiedades, cuando ambos limites existan y sean finitos,
« Suma: lim|[f (x)+g(x)]=lim f(x)+limg(x)
. Resta: lim[f(x)—g(x)|=lim f (x)—Ilimg(x)
« Producto: lim[ f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g (x)

« Producto por un escalar: lim[c: f (x)]|=c-lim f(x) (caso particular del anterior)



« Cociente: [lim

f(x)_lim f(x)
g(x) limg(x)

, 1
« Inverso de una funcién: /im =— (caso particular del anterior)
f(x) lim f(x)

- Potenciacion: [lim f( X)) = lim f (x)imet)

« Logaritmo: Si f(x)>0 y lim f(x)>0, entonces /imlog(f (x))=log(limf(x))

- Composicion:  Si g(x) es continua en el punto/valor Ilim f(x), entonces
lim (g Of)(x): ll’mxﬂli}n_f(x) g ( x): g(ll’m f(x))

2.2.1. Calculo de limites

A la hora de calcular un limite (de una funcion), primero hay que intentar sustituir el valor al
que tiende la x. Si la expresion tiene sentido y toma un valor concreto, es necesario
observar si hay algin factor/parte multiplicando o dividiendo (puede ser todo el
numerador o denominador) que se mueve en torno al valor 0. Si no la hay, en general no
suele ser necesario calcular los limites laterales; en otro caso, conviene tenerlos en
cuenta, porque el signo de ese factor/parte puede influir fuertemente en el resultado. Por
otro lado, hay situaciones en que dos factores contribuyen a determinar el valor del limite
en dos direcciones distintas, y es necesario determinar cudl tiene mas importancia en el
limite. Estos casos, llamados indeterminaciones, son los siguientes:

0 : . : :
En 0 el numerador impulsa el resultado hacia cero y el denominador hacia

infinito

En & el numerador impulsa el resultado hacia infinito y el denominador hacia
cero

En co—o0 ambos factores impulsan el resultado hacia infinito, con el signo de
cada uno (si ambos tienen signos opuestos, como el segundo término cambia por el
menos, no habria indeterminacion)

En 00-0 el primer factor impulsa el resultado hacia infinito y el segundo hacia
cero

En o’ la base impulsa el resultado hacia infinito y el exponente hacia uno
(cualquier numero elevado a cero es uno)

En (° el base impulsa el resultado hacia cero y el exponente hacia uno (cualquier
numero elevado a cero es uno)

En 1° la base impulsa el resultado hacia uno y el exponente hacia infinito, (si la
base es mayor que uno) o cero (si la base es menor que cero)

Nota: Los limites de la forma 0 no son indeterminaciones, porque la base impulsa el resultado hacia cero y el
exponente hacia cero (si el exponente es positivo) o hacia infinito (si el exponente es negativo); si el exponente
tiende a infinito con signo alterno, no existe el limite.

2.2.2. Indeterminaciones de la forma

oo

a) Si la funcion es un cociente de polinomios, se factorizan (por Ruffini o, para grado dos,
con la conocida férmula) en producto de factores y se cancelan los comunes al numerador
y denominador. Antes de factorizar, y si aparecen raices cuadradas, puede ser necesario
multiplicar al numerador y denominador por el conjugado del término que tiene las raices.
Asi suele desaparecer la raiz del término que da problemas y probablemente ahora se
pueda factorizar como un polinomio. En este caso, los pasos serian: (1) Factorizar el
numerador y el denominador; (2) Simplificar los factores comunes; (3) Volver al calculo
del limite.



b) Para cocientes de funciones mds generales (no necesariamente polinomios), pero
derivables, se suele aplicar la regla de L'Hopital

L), [
i) )

cuando este segundo limite existe (es finito)

Nota: Si es necesario, se podria aplicar varias veces seguidas esta regla

¢) A veces se utiliza un resultado que dice que el limite no varia cuando una funcion se

sustituye por otra equivalente: los infinitésimos e infinitos equivalentes. Por ejemplo, en un
f(x)

5 =1. Los
< h()

limite se puede sustituir una funcién f{x) por otra h(x) si [lim

infinitésimos mas utilizados son los siguientes:

(1) Cuando x~0, se tienen las siguientes aproximaciones, que se convierten en
igualdades en el limite:

sen(x)~x tg(x)~x arcsen(x)~x  arctg(x)~x e*~1+x
: l1+x 1 1
x
~]—2 ~ ~— ~]—
cos(x)~1 5 In(l1+x)~x i Tox X
Va2+x~a+—2xa, a>0 (1+x)'~1+kx, keN

Nota: Muchas de estas aproximaciones pueden demostrarse facilmente con la regla de L'Hopital

Nota: Con estos infinitésimos, la mayoria de las funciones se sustituyen por un cociente equivalente de polinomios

(2) Los infinitésimos del primer punto también son ciertos para funciones mas
generales. Cuando f (x)~0, seaenelentorno x~0 oenotro X~X,,

sen(f (x))~ f(x)

Como casos particulares interesantes:
flx)==x, fx)=—g(x)~0, f(x)=x—c~0, f(x)=c—x~0,

f(x)=g(x)—c~0, f(x)=c—g(x)~0.
Suele utilizarse mucho el caso ¢=1. Entonces es util hacer un cambio de variable en
el limite; por ejemplo, haciendo ahora el cambio x—1=y,
Iim ln(x):h,m In(1+y)

T —x O l—y—1 Oy

=lim, ,—L=—1

Hay mas explicaciones sobre infinitésimos e infinitos, ademas de ejemplos de limites
resueltos, en http://www.Casado-D.org/edu/InfinitesimosInfinitos.pdf.

2.2.3. Indeterminaciones de la forma

a) Si la variable tiende a infinito y la funcidén es un cociente de polinomios, se utiliza la

. e k k—1 k 1
aproximacion a,x +a,_,x +---+ay~a,x en el numerador y el denominador, a
continuacion se hacen las simplificaciones posibles y se resuelve el limite.

b) Se puede convertir en una indeterminacion de la forma anterior haciendo


http://www.Casado-D.org/edu/InfinitesimosInfinitos.pdf

f(x)_glx)
glx) 1
f(x)

c) Para este tipo de indeterminaciones, también se puede aplicar la regla de L'Hopital
lim f(x)=ll'm f'(x)
g(x) g'(x)
cuando este segundo limite existe (es finito)

Nota: Si es necesario, se podria aplicar varias veces seguidas esta regla

d) También se pueden utilizar infinitésimos, tanto para valores no finitos como los que se

han visto para las indeterminaciones de la forma 0 (si se convierte el limite en uno de esta

indeterminacion, claro)

2.2.4. Indeterminaciones de la forma o0-0

Se hacen operaciones (mover del numerador al denominador, por ejemplo) para escribirlo
como una de las indeterminaciones anteriores

2.2.5. Indeterminaciones de la forma oo—oo

La idea es hacer alguna operacion que las convierta en indeterminaciones de los tipos
anteriores: segun el caso o se efecttia la resta o se multiplica al numerador y denominador
por el conjugado

2.2.6. Indeterminaciones de las formas «”, 0° o 1

Cuando £ ( x)g(x) toma valores positivos, se puede aplicar el logaritmo y, por tanto,
ll’m f( x)g(/‘) :ll'm ell’l [f(x)gm]:llrm eg(x}ln[f(xﬂ

En general, el exponente se convierte en una indeterminacion de otro tipo. Para las
indeterminaciones del  tipo 17, como cuando f(x)~1 se cumple que

ln( f ()c))N f(x)=1 (son infinitésimos equivalentes), la formula anterior también se
puede encontrar en algunos libros, para este caso, como

lim £ (x)$"=lim et WV 51

P .

=
-

2.3. Continuidad

Una funcidn es continua en un punto si existe en ese punto, existen todos los limites y todos estos
valores anteriores coinciden.

ll’mx—»xﬂf(x):f(xo)

Una funcion es discontinua si no es continua. Tipos de discontinuidades: evitables (cuando lo
limites coinciden pero no coinciden con el valor de la funcion) o inevitables (cuando los limites
no coinciden entre si); estas ultimas pueden ser de salto finito (la diferencia entre los limites es
finita) o infinito (si no).

i
8



2.4. Funciones elementales: funciones polinomicas y racionales, funciones trigonométricas, logaritmo,
funcion exponencial, funciones hiperbolicas

BN

2.5. Interpolaciéon: el problema de interpolacion de Lagrange, forma de Lagrange del polinomio
interpolador, forma de Newton del polinomio interpolador, el error de interpolacion

P .

e

2.6. Ecuaciones: solucion de una ecuacion, método de biseccion, método de Régula-Falsi
-
2.7. Derivacion de funciones de una variable
2.7.1. Recta tangente a una curva. Pendiente de la recta
2.7.2. Funcion derivada
2.7.3. La diferencial

2.7.4. Tabla de derivadas para algunas funciones elementales

« x% donde aesunnimeroreal — gx* ' (ndtese que a puede ser positivo, negativo, entero,
decimal, fraccionario o irracional)
1 -1 _ )
. ; - > (caso particular del anterior)
X
1 . : .
. x — (también un caso particular del primero)
2Vx

. log,(x) — log,(¢)

. In(x) — ; (caso particular del anterior)

X

- a" — a'ln(a)

. e® — e (caso particular del anterior)

. sen(x) — cos(x)
)

. cos(x) — —sen(x)
1 2+ 2
. tg(x) — > O usando ZZCOS(x) sen(x) =1+1g(x)’
cos(x) cos(x) cos(x)
1
. arcsen(x) — =
I—x
() —
. arccos(x
- 1—x°
(%) :
. arctg(x) —
& 1+x°



2.7.5. Propiedades para las funciones construidas a partir de otras
Suma: f(x)+g(x)+- —  f'(
Resta: f(x)—g(x)— — "(x)—g'(x)—-
Producto: f(x)-g(x) —  f'(x)g(x)+/(x)g"(x)
Producto por un escalar: ¢-f(x) — ¢ f'(

flr) ) f (g ()

X! ()

x) (caso particular del anterior)

Cociente: m g2 )
Inverso de una funcion: 1 — —flx) (caso particular del anterior)
f(x) [ (x)
Funcién inversa: f _l(x) — %
ffx)

Composicion: (gof)(x)=g(f(x)) — g'(f(x))f'(x) (Reglade la cadena)
Esta regla tiene como consecuencia que:

f(x)*, donde a esun nimero real — af(x)”_lf’(x)

1

v f (x) - Wf '(x ) (caso particular del anterior)
log,(/(x) = ——log,(¢) f'(x)

f(x)
In(f(x)) — ﬁ S '(x)  (caso particular del anterior)

af(x) N af(x)ln(a)_f’(X)
PAC VA f'(x) (caso particular del anterior)

sen(f(x)) — cos(f(x))f"(x)
cos(f(x)) —  —sen(f(x))f'(x)

1

s ) e e (0FLf ()

arcsen( f(x)) — ﬁf’(ﬂ

arccos( f(x)) — ﬁf’(ﬂ

—r

arctg( f(x)) T

2.7.6. Aplicaciones de la derivada

Analisis de una funcion: crecimiento y decrecimiento, concavidad, maximos y minimos
relativos, maximos y minimos absolutos

Teoremas de valor medio: teoremas de Rolle y Lagrange, una aplicacion del teorema de

10



Rolle, una aplicacion del teorema de Lagrange
Polinomios de Taylor: teorema de Taylor, aplicacion al calculo de limites
M¢étodo de Newton
-
2.8. Representacion grafica
2.8.1. Puntos de corte

Con el eje de abscisas (X): Se resuelve la ecuacion f (x)=0 y se obtienen los puntos (x,0)

Con el eje de ordenadas (Y): Se calculan f (0)=y y se obtienen los puntos (0,y)

2.8.2. Asintotas

Verticales: Si en la funcion hay un cociente, estas asintotas estarian en los puntos donde el
denominador se anula. La recta x=c es una asintota vertical si alguno de los limites
siguientes no es finito

lim__ f(x) y lim_ . f(x)
Horizontales: Hay una asintota horizontal de ecuacion y=c si existe (es finito)
ll’mxafoof(x)zcl y ll’mxﬂ+oof(‘x)zc2

Oblicuas: Son rectas y=mx+n, sim existe (es finito)

mlzlimx—woo% y nl:ll’mxﬁ—oo[f(x)_mlx]
m2:ll’mx4>+oof(X) y n2:ll,mxa+oo[f(x)_m2x]
X

2.8.3. Crecimiento y decrecimiento

La informacion esta contenidaen f '(x)
- La funcioén crece para los valores de x tales que f '(x)>0
- La funcién decrece para los valores de x tales que f'(x)<0
- Los puntos donde f'(x)=0 se llaman extremos

Esta informacion sirve como orientacion sobre donde estan los minimos y los maximos
2.8.4. Concavidad y convexidad

La informacion esta contenidaen f''(x)
- La funcion es concava para los valores de x tales que /' '(x)<0
- La funcién es convexa para los valores de x tales que f''(x)>0

- La funcién tiene puntos de inflexién donde f''(x)=0

2.8.5. Extremos relativos: minimos y maximos relativos

11



Hay que buscarlos entre los puntos criticos (para los que la informacién de f'(x) fue
usada). Ahora la informacién necesaria estd contenida en f’ "(x), que informa de si el
punto estd en un tramo de convexidad (y es un minimo) o de concavidad (y es un
maximo):

. Un extremo es un minimo (relativo o local) si f''(x,)>0
- Un extremo es un mdximo (relativo o local) si f''(x,)<0
- Un extremo es un punto de inflexion si f''(x,)=0
2.8.6. Extremos absolutos
Para una funcion continua definida en un compacto (cerrado y acotado), estos extremos (que

existen por el teorema de Weierstrass) estan entre:

(1) Los puntos interiores donde alguna derivada parcial no existe
(2) Los puntos interiores donde existen y se anula f'(x) (puntos criticos)
(3) Puntos de la frontera (hay que calcular sus imagenes directamente)

P

=
-

2.9. Integrales indefinidas

2.9.1. Propiedades
o Suma: [ [f(x)+g(x)+]dv=] f(x)dx+ [ g(x)du+-
+ Resta: [ [/ (x)=g(x)—Jdv=] f(x)dx— [ g(x)dx—-
+ Producto por un escalar: | k- f (x)dv=k-[ f(x)dx

2.9.2 Método de integracion inmediata

Este método se aplica cuando se observa directamente que el integrando es la derivada de
alguna funcion de las tablas de derivacion. A veces es necesario ajustar alguna constante,
para lo cual son ttiles los siguientes «trucos», que se utilizan mucho en Matematicas: se
puede sumar y restar una misma cantidad (lo que equivale a sumar cero) o multiplicar y
dividir por una misma cantidad (lo que equivale a multiplicar por uno). Se puede utilizar
una tabla de integrales, pero quizd es mas interesante memorizar la de derivadas y
aprender a ajustar las constantes.

2.9.3. Método de cambio de variable
Este método se aplica cuando alguna sustitucion, cuando se escribe todo en funcion de otra
variable, ayuda a simplificar la integral original o a obtener alguna de los otros tipos.

- Si hay un factor f(x) yotro f "(x) (éste en el numerador), suele ser interesante
tomar 7= (x)

- Sihay un factor v f(x), suele ser interesante probar el cambio [ (x)=¢>, es decir,
t=Vf(x), no obstante, segin el punto anterior, si aparece f'(x) (en el
numerador) puede ser conveniente aplicar el cambio 7= f(x)

« Si hay unico factor no polindmico, por ejemplo, ¢*, al aplicar f=e¢" puede

12



convertirse en una integral de tipo racional

. Si la integral contiene +g’>— x> se suele probar x=asen(t), para que se cumpla
que Va'—a’sen(t)’=acos(t)

1

- Si la integral contiene x*—a® se suele probar x=acos(¢)”', para que se cumpla

que \/azcos(t)_z—azza cos(¢) ' V1—cos(tY=atg(r)

- Sila integral contiene \x’+4* sesuele probar x=atg(t), para que se cumpla que
-1

Va? tg(t) +a 2=qsen(t) cos(t) >+ cos(t ) cos(t) >=acos(t)

- Si la integral contiene gx’+bx+c €s conveniente mirar si en el numerador esta (o
se puede ajustar) la derivada del polinomio. En otro caso, cuando aparezca
Vax®+ bx+c¢ puede ser conveniente completar cuadrados en el interior, para llegar a

algo como \/(\/Ex+d) —e, Sl a es positivo, 0 \/e \/_|x+d) si a es negativo;

después se mira si es posible completar el numerador para obtener algo de la forma
arcoseno o arcocoseno, o, por otro lado, se puede aplicar alguno de los cambios
trigonométricos anteriores

- En integrales con términos trigonométricos, si aparece sen(x)" con n impar
conviene probar t=cos(x). Si aparece cos(x)" con n impar conviene probar
t=sen(x). Si aparecen sen(x)" y cos(x)” con ambos exponentes pares o

) ) ) X )
ambos impares, conviene probar t=tg(x). El cambio t=tg (=) suele funcionar

2
en todas las integrales trigonométricas, pero también puede llevar a integrales mas
complicadas

- Hay cambios especificos para las funciones hiperbdlicas

Una vez resuelta la integral en funcion de la variable ¢, hay que deshacer el cambio de

variable para dejar el resultado en funcion de x.
Nota: En ocasiones se ven integrales resueltas como

2 ¥ 1 a2 1 a1 oe
fx e dxz—f e" 3x dxz—f e"d(x’)==e" +c.
3 3 3

Este método, llamado de introduccion bajo el signo de la diferencial, es equivalente al del cambio de variable, por lo que no
suele estudiarse, ya que hace falta ver algo de diferenciales. Quien tenga interés, puede consultar

http://www.Casado-D.org/edu/NotacionesCalculoDiferencial.pdf
2.9.4. Método de integracion por partes

Este método se aplica cuando el integrando es el producto de dos funciones que no tienen
mucha relacion entre si: una exponencial con un polinomio, una trigonométrica con un
polinomio, una exponencial con una trigonométrica, etcétera. Son de este tipo

fx-e“xdx, fx~sen(ax)dx y J'x~cos(ax)dx, por ejemplo.
fu x)dx=ul( fu x)dx

A la hora de decidir quién es u y quién V', conviene pensar qué parte del integrando se
simplifica mas al derivarlo. Por ejemplo: los polinomios se simplifican con la derivacion,
que proporciona un polinomio de un grado menos, y se complican con la integracion; las
funciones exponencial o trigonométricas da igual derivarlas que integrarlas. Por estos
motivos, a veces es necesario aplicar n veces consecutivas la integracién por partes,

. . . n ax n
porque el polinomio tenga grado n: por ejemplo en fx e dx, fx -sen(ax)dx y
fx”-cos(ax)dx. Otras veces, hay una funcion que no se simplifica ni complica, pero
estan las funciones sen(x), cos(x) y €', que vuelven a aparecer al derivarlas dos veces; en
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estos casos se aplica el método 2 veces: fe“x-sen(bx)dx y f e™-cos(bx)dx .

Nota: Si al aplicar esta férmula la integral del segundo miembro es mas complicada que la integral inicial, volvemos
hacia atras e intercambiamos los nombres de las dos funciones.

Nota: Hay casos en que se puede aplicar el método cuando hay s6lo una funcion en el integrando; en este caso se
considera v'(x) = 1.

Nota: Para recordar esa formula se puede tener en cuenta que
[u(x)-v(x)]'=u'(x)v(x)+u(x)v'(x)

u(x)v'(x)=lu(x)v(x)]' —u'(x)v(x)
fu(x)v ’(x)dxz‘[ [u(x)~v(x)]’dx—fu ’(x)-v(x)dxzu(x)-v(x)—f u'(x)v(x)dx

Ejemplo. Vamos a resolver la complicada integral fx~cos(x)-exdx. Para las dos

ultimas funciones del integrando, cualitativamente da igual derivar que integrar, mientras
que el polinomio se simplifica. Asi, elegimos u = x.

fx-cos(x)-exdxz
. u=x — u'=1
- v'=cos(x)e’ — vzfcos(x)exdxzéex[cos(x)—i-sen(x)]

Esta segunda integral, hay que resolverla a su vez por partes, y aplicando el método
dos veces consecutivas:

v=f cos(x)exdx:cos(x)ex—f [—Sen(x)]exdx:cos(x)ex+f sen(x)e” dx
=cos(x)ex+sen(x)ex—f cos(x)e" dx=cos(x)e +sen(x)e —v

. f,=cos(x) — f,'=—sen(x)
y g'=e’t — g=é

. f,=sen(x) — f,'=cos(x)
° g'=e — g,=e

De la anterior igualdad se deducen dos cosas que se utilizan en la integral original:
v—cos(x)exzf sen(x)e"dx y 2v=cos(x)e*+sen(x)e*

fx'cos(x)-exdx=§ex[cos(x)+sen(x)]—%‘f e*[cos(x)+sen(x)]|dx=

=%ex[cos(x)+sen(x)]—%Dv—COS(x)ex]:

X x 1 x x x
=5e [cos(x)+sen(x)]—a[cos(x)e +sen(x)e*—cos(x)e]=

X

Z%ex[cos(x)+sen(x)]—%sen(x)exz%[x-cos(x)+ x-sen(x)—sen(x)]

2.9.5. Integracion de funciones racionales

Este método se aplica cuando el integrando es cociente de dos polinomios. Seglin sean los
grados de estos polinomios se distinguen varios casos:

e Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador, se hallan las
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raices del denominador y se mira si son simples o multiples (aparecen varias veces) y
si son reales y complejas. Luego se hace:

a) Si el numerador es casi la derivada del denominador, pero falta alguna constante,
se puede completar el numerador para que aparezca

b) El denominador sélo tiene dos raices complejas: b.1) si el numerador es una
constante, se opera con el denominador (completando cuadrados) hasta convertir el
integrando en algo de la forma arcotangente; b.2) si el numerador contiene a la
variable x, se puede completar el numerador con lo que falte para descomponer la
integral en una del tipo a) y otra del tipo b.1)

c¢) El denominador solo tiene dos raices complejas dentro de una raiz cuadrada: c.1)
si el numerador es una constante, se opera con el denominador (completando
cuadrados) hasta convertir el integrando en algo de la forma arcoseno o arcocoseno;
c.2) si el numerador contiene a la variable x, se puede completar el numerador con lo
que falte para descomponer la integral en una en que el numerador es la derivada del
radicando del denominador y otra del tipo c.1)

d) En general, se descompone el integrando en una suma de fracciones de la
siguiente forma

p(x)_ p(x)
q(x) (x—=r)(x—r,) (x’+mx+n)
__A B, C ., D ., Mc+N

x—=r, x=ry, (x—r,) (x=r,) X +mx+n

donde r; es una raiz real simple, ; una raiz real multiple (triple) y en el ultimo
término hay dos raices reales conjugadas (si fuesen multiples, se haria lo mismo que
con las multiples reales: una fraccion para cada exponente). Después se vuelven a
unir las fracciones utilizando su minimo comun multiplo y se calculan 4, B, C, D, M
y N al igualar los numeradores de la primera y la Gltima expresiones. Una vez
calculados, se tiene que

f” ded+f

Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se hace la
division de polinomios y se llega a que:

plx)=q(x)-c(x)+r(x)

Mx+
dx+...+J‘X7N
r, X +tmx+n

dx

de donde

y, finalmente,

p(x)
7(x) dx fc

La primera integral es facil. La segunda pertenece a las racionales del punto anterior,
porque en una division de polinomios el resto tiene que tener siempre grado menor al
del divisor.

Por ultimo, si el grado del numerador es igual al del denominador, se completa el
numerador de modo que la integral queda dividida en una inmediata y otra racional
con el grado del numerador menor que el del denominador. Por ejemplo,
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x4 x X 4ax’+bxt+c—ax’—(b—1)x—

x +ax’+bx+c X +ax’+bx+c
de donde
J‘ X +x J'x ax’ +bx+c J'ax +(b—1)x+cdx
x3+ax2+bx+c x +ax® +bx+c X +ax’ +bx+c

2.9.6. Algunas integrales «con truco»
Truco: Sumar y restar un uno

J‘tg(x)zdxzftg(x)2+l—ldx=f tg(x)2+ldx—f dx=tg(x)—x+c

Truco: Escribir de otra forma

sen(x) —sen (
Z =—1 +
fg fcos (x) ‘[ cos ( n{cos(¥))+e

I _ [ coslx) x=1In(sen(x))+c
‘[tg(x)dx_f sen(x)d In(sen(x))+

Truco: Integrar por partes con 1
fln Jdx=1In(x)- —fl-xdx=ln(x)-x—x=x-[ln(x)—1]—|—c
x
donde se han elegido u(x)=In(x) y v'(x)=1 para integrar por partes

Truco: Utilizar formulas trigonométricas

Como
2 1
—L(1+4cos(2
[ cos(x)’+sen(x)’=1 . cos(x) 2( cos(2x))
cos(x)*—sen(x)’=cos(2x) sen(x)zzl(l—cos(2x))
2
entonces
1 1 1
fcos dx= x+5sen(2x) +c y fsen a'x—2 x—Esen(ZX) +c

i

2.10. Integrales definidas propias
2.10.1. Funcidn integrable segiin Riemann

2.10.2. Propiedades

[f(x)+g(x)]de=[ f(x)dx+] g(x)dx

Q!ﬁ@ Q!ﬁ@

ke f (x)dx=k-J f(x)dx
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j kdx=k-(b—a)
f(x)dx=0

(x)dxz—f f(x)dx

Qe—é@ QC—J@ QQ—JQ
\

f(x)dxzjf(x)dx+ff(x)dx ,sia<c<b

2.10.3. Primer teorema fundamental del calculo integral

e
4 S 0di=1()

2.10.4. Segundo teorema fundamental del calculo integral o regla de Barrow

[ f(x)dx=F(b)~F(a)

2.10.5. Célculo de areas (es necesario que se corrija el signo que la integral definida asigna)

b

Area debajo de una funcion positiva = _f f(x)dx

a

b

Area encima de una funcion negativa = —f f(x)dx

Area encerrada por una

}f(x)dx—ff(x)dx (en ¢ cambia)

a

funcion que

pasa de ser positiva

a

negativa

Area encerrada entre dos funciones = fg(x)— f(x)dx, sig(x) es mayor que f(x) (si es

a

necesario, se divide el calculo en varios intervalos y en cada uno se le resta la funcion
menor a la mayor. No es necesario tener en cuenta si cortan al eje horizontal o no)

Area de una superficie generada al girar una grafica alrededor del eje de abscisas

f2nf(x)vl+f’(x)2dx

2.10.6. Calculo de la longitud de arco

Longitud de una curva o ()

(x(2), y(2))

Longitud de una grafica o(x)=(x, f(x))

2.10.7. Calculo de volumenes

17
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Volumen cuyas secciones son A(x) = | A(x)dx (Método de Cavalieri)

Qe >

Volumen del sélido obtenido al girar una grafica alrededor del eje de abscisas =

b
th f(x)dx (Método de los discos [pensar en el método anterior])

Volumen del soélido obtenido al girar una gréafica alrededor del eje de ordenadas =

b
f 27t x f(x)dx (pensar en cortezas cilindricas de radio x y altura f{x))

-
2.11. Integrales definidas impropias
2.11.1. De intervalo no acotado
2.11.2. De funcién no acotada
-

2.12. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Véase el documento http://www.Casado-D.org/edu/NotasEcuacionesDiferenciales.pdf

BN

3. Funciones de varias variables

3.1. Dominio

Son los valores x=(x; x,...,x,)€ER" que pueden tomar las variables independientes. Los
puntos que con méas frecuencia hay que excluir, son:

+ En un cociente, el denominador no puede ser nulo

- Una raiz de orden par (cuadrada, cuarta, sexta, etc.) s6lo se puede aplicar (con nimeros
reales) a una cantidad no negativa

- Un logaritmo (de cualquier base) sdlo se puede aplicar (con nimeros reales) a una cantidad
positiva

.
3.2. Representacion grafica
3.2.1. Curvas y superficies de nivel:

Curvas de nivel C,={xeR’| f(x)=k]
Superficies de nivel S,={x€R’ | f(x)=k]
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S
3.3. Limites reiterados y direccionales

Limites reiterados (para n=2) lim, . lim ., f(x x,) y lim __ lim ., f(x x,)

Limites direccionales [im,_, f (x+AV)

Nota: En estos limites hay una tnica variable, por lo que es aplicable todo lo visto sobre limites para funciones de una variable

 —

3.4. Continuidad

Una funcién es continua en un punto a si existe en ese punto, existen todos los limites y todos
estos valores anteriores coinciden.
lim,_, f(x)=f(a)

Para estudiar la continuidad, no es posible analizar las infinitas formas de aproximarse a un punto,
por lo que el estudio se suele restringir a los limites reiterados y a los direccionales (son un caso
particular de limites restringidos). Por tanto:

« Si los limites reiterados no coinciden o los limites direccionales dependen de la direccion,
la funcion no es continua en el punto.

« Pero si los limites direccionales coinciden y todos los limites direccionales también,
todavia no puede afirmarse que la funcidon sea continua, puesto que los limites
direccionales solo analizan una parte de las infinitas formas de aproximarse al punto
donde se estudia la continuidad.

+ Sin embargo, hay una situacion concreta en que se puede calcular el limite, aun cuando
todos los anteriores limites coincidan. Se trata de la situacion en que hay un producto de
una funcién acotada (en el entorno del punto) por otra que tiende a cero (infinitésima):

lim, ., f,(x)=0

If,(x)|<cte V xEE(a) lim_, f1(x) f,(x)=0

Como ejemplo, tras comprobar que los limites iterados y direccionales son todos iguales a
0, podemos calcular el limite haciendo:

x, sen(x:x,)

lim

=lim__, ~-sen(x7x,)=0.

1+x§ 1+x5

x—0

De este modo, un posible esquema para estudiar la continuidad es:

1. Estudiar los limites reiterados. Si son distintos, no hay continuidad; si son iguales, pasar al
siguiente punto.

2. Estudiar los limites direccionales. Si dependen de la direccion, no hay continuidad; si no
dependen de ella, pasar al siguiente punto.

3. Comprobar si la funcion f(x) puede escribirse como producto de una funcién acotada
por otra infinitésima f (x)=f,(x) f,(x), ya que en este caso el limite es 0.

4. Sino es posible esta descomposicion, en general no podemos saber si hay continuidad.

Respecto al calculo de los limites direccionales, como podemos ver en su expresion el limite solo
contiene la variable A, por lo que se resuelven como los limites de una variable. En primer lugar
intentamos sustituir directamente el valor al que tiende A en la expresion de la funcidén. Solo en
el caso en el que se obtenga alguna indeterminacion se pasa a utilizar los métodos vistos para
ellas.
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Tipos de discontinuidades: evitables (cuando lo limites coinciden pero no coinciden con el valor
de la funcidn) o inevitables (cuando los limites no coinciden entre si), estas tltimas pueden ser
de salto finito (la diferencia entre los limites es finita) o infinito (si no).

Comportamiento asintotico: direcciones en que el denominador del limite direccional se anula

 —

3.5. Derivadas direccionales y parciales

S(x+AV)— f(x)

Derivada direccional f(x)=1lim, X ==V f(x)V
, ) x+\é)—f(x) o
Derivada parcial f z (x)=lim,_, /1 ?\) S (x) = gix) (caso particular del anterior)
= =

3.6. Matrices de derivadas parciales. Vector gradiente y matriz jacobiana

3.6.1. Vector gradiente V. / (x)= L&) 9S(x)

ox, " ox,
of\(x)  afilx)
axl axn
3.6.2. Matriz jacobiana : :
0f,x)  0f,(x)
axl axn
= =

3.7. Diferenciabilidad

Insuficiencia de la derivabilidad: que una funcion sea derivable en todas las direcciones no implica
que sea diferenciable

Of(x) Of(x) . O f(x)

ox;  0x,0x O0x,0x,
3.7.1. Matriz hessiana : :
0’ f(x) o’ f(x)
W R

Condicion suficiente de diferenciabilidad. Funciones de clase C', C?, ... Teoremas de Schwartz

o

E—1

3.8. Plano tangente (n = 2) a la superficie f(x,,x,) enel punto (a,,a,)

En R’, sea a=(a,,a,,a,), con a,=f(a,,a,), el plano se compone del conjunto de puntos
xz(xl,xz,x3) tales que

—

ax-v=0,
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donde vV es un vector perpendicular al plano. Para deducir la expresion del plano, es necesario
construir los vectores de la anterior expresion.

. ax=(x,—a,,x,—a,,x,—a,)
. Las derivadas parciales ./ xl(a) y f xz(“) proporcionan dos vectores contenidos en el plano

buscado: (1,0, f xl(“)) y (0,1, 1 xz(“ ). Por tanto, para obtener un vector perpendicular a los
dos, y, por tanto, al plano, se utiliza el producto vectorial. Asi se obtiene

v=(10, f, (a))x(0,1, 1, (a))=(=/, (a).= [ (a),1).
Con estos ingredientes, la ecuacion del plano es
(x,—a,,x,—a,,x;—a;)-(— f, (a),— f, (a),1)=0,
que se escriben como
x—ay=(x,—a)) [, (a)+(x,—a,) f, (a)
-
3.9. Recta perpendicular (n = 2) a la superficie [ (x,,x,) enel punto (a,,a,)
En RR’, sea a=(a,,a,,a;), con a,=f(a,,a,), la recta se compone del conjunto de puntos
x=(x,,x,,x;) generados dando valores al parametro ¢, donde
Oa+t9=0x,
donde 7V es un vector perpendicular al plano. Para deducir la expresion de la recta, es necesario
construir los vectores de la anterior expresion.
0Oa=(a,,a,, a)
Las derivadas parciales xl(a ) y [ Xz(a) proporcionan dos vectores contenidos en el plano

buscado: (1,0, f Xl(a)) y (0,1, f xz(a ). Por tanto, para obtener un vector perpendicular a los
dos, y, por tanto, al plano, se utiliza el producto vectorial. Asi se obtiene

v=(1,0, 1, (a))x(0,1, 1 (a))=(=f, (a).= [, (a),1).
0x=(x,,x,,x;)
Con estos ingredientes, la ecuacion de la recta es
(ay,a,, a;)+t(=f,(a),= [ (a),1)=(x, x; x3)

que implican las ecuaciones paramétricas

xlzal_tfx,(a)
x2=a2—l‘fxz<a)
Xy=a;+t

De este tipo de ecuaciones de la recta se pueden obtener los demas tipos.

Nota: También se podria haber utilizado el vector -y :( f x, (a) ’ f X, (a ) ,—1 ), lo que llevaria a ecuaciones equivalentes a las

anteriores.
i
=1

3.10. Extremos de funciones de varias variables

3.10.1. Extremos relativos



Se utilizan las derivadas direccionales para ver el comportamiento de la funcién en un punto
en una direccion:

e Si fi(a)=V f(a)v>0 lafuncion es crecienteen a en la direccionde v
e Si fy(a)=V f(a)v<0 lafuncién es decreciente en @ en la direccion de v

e Si fi(a)=V f(a)v=0 la funcion ni crece ni decrece en a en la direccion de
i;

Con las primeras derivadas, recogidas en el gradiente, se obtienen los puntos criticos

e Si V/f(a)=0 hay un punto critico en a , que puede ser un maximo, un minimo
o un punto de silla

Con las segundas derivadas, recogidas en la matriz hessiana, se tiene que

e Si la forma cuadritica f,(a)=v"H f(a)-V es definida positiva, la funcion es
convexa o acelerada en el punto a

e Si f.(a)=V"H f(a)V esdefinida negativa, la funcién es concava o decelerada en
el punto a

e Si f,(a)=V"H f(a)v esindefinida, la funcién tiene un punto de silla en el punto
a

Para estudiar los puntos criticos, se combina el gradiente con la hessiana:

e Si Vf(a)=0 ylaforma cuadritica f.(a)=v"H f(a)-v es definida positiva, el
punto critico @ es un minimo

e Si Vf(a)=0y f.,(a)=V"H f(a)V es definida negativa, el punto critico a
€S un maximo

e Si Vf(a)=0 y f.(a)=V"H f(a)v es indefinida, el punto critico @ es un
punto de silla

3.10.2. Extremos absolutos

Para una funcién continua definida en un compacto (cerrado y acotado), los puntos extremos
estan entre:

(1) Los puntos interiores donde alguna derivada parcial no existe

(2) Los puntos interiores donde existen y se anulan todas las derivadas parciales
(puntos criticos)

(3) Puntos de la frontera g(x)=0. Estos valores hay que analizarlos de otro modo.
(a) O bien se utiliza la ecuacion g(x)=0 para despejar algunas variables y
sustituirlas en f(x), de manera que se puedan calcular los extremos de la nueva
funcion resultante, con menos variables.

(b) O se utiliza optimizacidn con restricciones (véase el siguiente apartado):

GRAEI %:0
ox OL(x\)
g(x)—O T—O

donde se construye la funcion lagrangiana, con una variable mas (el multiplicador)
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L(x,N)=f(x)+Ag(x).

3.10.3. Optimizacion de funciones con restricciones de igualdad

Funcién lagrangiana L(x,\)=f(x)+XA[g(x)—b], si la restriccion es g(x)=b. Se
resuelve el sistema

37 (x) 8L(x,?\):0
Tow, 0o on
N OL(x,\)
==
3.11. Formula de Taylor
==

3.12. Integrales dobles (n = 2)
3.12.1. Condiciones de integrabilidad
3.12.2. Integracion reiterada
3.12.3. Cambio en el orden de integracion
3.12.4. Cambio de variable

3.12.5. Regiones

De tipo I: Tienen la forma { a<x,<b , f(x,)<x,<g(x,) }. Hay que integrar primero
respecto a la variable x, y luego respecto a x;, es decir:

b glx)
J‘ff(xl,xz)dxldXZ_J‘ f f X1, xz)dxzdxl
R a f(x)
De tipo II: Tienen la forma { A(x,)<x,<k(x,) , ¢<x,<d }. Hay que integrar primero
respecto a la variable x; y luego respecto a x»; es decir:
d kix,)
fffx x,)dxdy = ff S (x, x,)dx, dx,
¢ hix,)

De tipo III: Son a la vez de tipo I y de tipo II, es decir, pueden escribirse indistintamente

como { a<x;<b | f(x)<x,<g(x;) }o6{ h(x,)<x,<k(x,) , c<x,<d },por
lo que:
b glx) X, )
ﬂf(x X,)dx, dx,= f f f(x, x,)dx,dx,= f f S (x, x,)dx, dx,
R a f(x) ¢ hix,)

Al tener dos formas de calcular la integral, es interesante elegir la que mas convenga. La
técnica de cambiar una forma por otra se llama cambio en el orden de integracion.

3.12.6. Calculo de areas
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Area de una regién R = ﬂ dx dx,
R

Area de una superficie f(x,,X,) sobre R = ﬂ N +f (%, x2)2+fxz(x1 ,x,) dx, dx,

R
Nota: Se puede pensar en el vector ﬁ:(],(), fx, (a))x(O, l,fx2<a)):(_fx‘(a),_fxz(a),l) definido
mas arriba; este vector permite escribir un diferencial de area como dS= |\7| dxl dx 5, Yya que el producto vectorial

calcula el drea de un paralelogramo; después, el drea buscada es J]‘ dS dx, dx,.
R

3.12.7. Calculo de volumenes

Volumen encerrado bajo f (x, x,) = fff(x1,x2)dxldx2

R

Volumen encerrado en la region V' = fﬂ dx dx,dx,
Vv

P .

=
-

A. Apéndice

A.1. Notacion en el Calculo Diferencial

El lector interesado en las notaciones mads frecuentes que se suelen utilizar para las derivadas y los
diferenciales clasicos, puede consultar http://www.Casado-D.org/edu/NotacionesCalculoDiferencial.pdf
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