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1. Introduccion

Una ecuacion diferencial es una igualdad matematica que relaciona funciones, sus derivadas, variables y

E

[e—

constantes. Normalmente aparece una sola funcion (varias, por ejemplo, en el caso de los sistemas de
ecuaciones diferenciales) y una variable de la cual depende esa funcion, aunque en ocasiones esta jerarquia
de variables independientes y dependientes (funciones) puede ser elegida segiin convenga. Las ecuaciones
diferenciales, ordinarias o en derivadas parciales, aparecen en muchas disciplinas, por ejemplo en Fisica,
Quimica, Biologia, Ingenieria y Economia: circuitos eléctricos, ecuaciones de onda, procesos de
disolucion, movimiento en fluidos resistentes, procesos de enfriamiento, desintegracion radiactiva, etcétera
(se pueden consultar el texto «Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales», de Gloria Aguilar, Natalia
Boal, Carmelo Clavero y Francisco Gaspar, disponible en www.unizar.es/pde/fjgaspar/Aplicaciones.pdf, o
el libro Ecuaciones diferenciales en la practica, de V. V. Amelkin, de la editorial URSS). Una ecuacion
diferencial se dice ordinaria cuando las derivadas son ordinarias, no derivadas parciales. Casi siempre, x
serd la variable independiente e y la dependiente o funcion, por lo que la ecuacion mas general tomara la
forma

Flx,y. 9", y"=0 (1)

(Se denotaré la enésima derivada con '),

aunque se utilice también y' y y'' para las dos primeras.)
orden de la ecuacion diferencial es el de la derivada mas alta que aparece en ella, mientras que el grado de
la ecuacion es el exponente mas alto al que estd elevada alguna de estas derivadas, o la suma de los
exponentes, en caso de que haya productos de la funcion y sus derivadas. Se llama solucion particular de
una ecuacion diferencial a cualquier funcion que la verifica, y se llama solucion general de una ecuacion
diferencial a la formula o expresion, implicita o explicita, que representa (porque queda en funcién de
constantes o parametros) a todas las posibles soluciones particulares:

f('ny’cl,“.’Cn):O é y:f(x’cl,“.’cn)'

A la grafica de una solucion se le llama curva integral. Las condiciones iniciales son condiciones que
verifican la funcién solucion o alguna de sus derivadas, y que permiten, una vez obtenida la solucion
general, mediante el sistema

y=f(x.¢c,)
W=rMx e e)

Y= e )

encontrar la solucidn particular que las verifica, es decir, los valores de los parametros ci,...c,.

En general, aunque no siempre, la ecuacion (1) puede escribirse como

Glx,y, ", y")=g(x) @

A esta forma se la llama ecuacion completa, mientras que la ecuacion homogénea asociada es

G(x,y, )", y")=0  (3)

El dominio en que una ecuacion —y por tanto su solucion— tiene sentido depende de las distintas expresiones o

partes involucradas en ella. De ello dependen también la existencia y las caracteristicas de las soluciones.
En el mejor de los casos, estas expresiones y sus soluciones son analiticas o indefinidamente derivables en
un entorno o en todo IR. Un punto x, es ordinario si las expresiones fi(x) que aparecen en la ecuacion son
analiticas en ¢€l; en este caso, con frecuencia las soluciones son también analiticas. Si alguna de estas
expresiones no es analitica en xo, este punto se dice singular. A su vez, los puntos singulares pueden ser de
dos tipos. Un punto x, es singular regular si (x—x,)* fi(x) son analiticas en él, es decir, si tienen un «mal
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comportamiento» comparable al de (x—x0)*; en otro caso, xo es singular irregular. En los textos hay
resultados teodricos sobre la existencia y caracteristicas de las soluciones en los distintos tipos de puntos.
Pese a que los puntos singulares son especialmente interesantes en alguna areas, como la Fisica
Matematica, nosotros vamos a resolver ecuaciones en entornos de puntos ordinarios. Como las funciones
analiticas admiten un desarrollo en serie infinita, el método de representacion en serie, que se vera en
3.2.1.4.1., es especialmente apropiado para resolver ecuaciones en puntos singulares regulares: para puntos
singulares regulares los textos suelen incluir el método de Frobenius, que no se ha incluido aqui, dado que
nos centramos en la parte mas técnica de resolucion de ecuaciones en los puntos con «buen
comportamiento». Por otro lado, téngase en cuenta que una cosa es el dominio en que estd definida una
ecuacion (interseccion del de cada una de sus expresiones) y otra cosa es el dominio de validez de las
posibles operaciones (por ejemplo dividir a toda la ecuacion, para normalizarla, por una funcion 4(x), que
debe ser no nula), de los posibles operadores (transformada de Laplace) y de los cambios de variable (x = ¢'
> () que podamos aplicar para su resolucion (se han incluido comentarios sobre el dominio de validez en
las secciones 3.2.1.4.1., 3.2.1.4.2., 3.2.1.5., 3.2.1.6.1. y 3.2.2.4.). Cuando ambos dominios no coinciden,
puede ser que un método esté excluyendo soluciones validas o esté incluyendo otras espurias (este segundo
problema es mas facil de evitar, porque siempre es posible comprobar si cada solucion verifica o no la
ecuacion diferencial). Un tipo particularmente importante de ecuaciones diferenciales, sobre todo en una
primera aproximacion a las ecuaciones diferenciales, son las /lineales, que se definen en la siguiente
seccion. Para estas ecuaciones, hay resultados teoricos que informan del numero de soluciones
independientes que existen, lo que nos permite comprobar cudndo las hemos encontrado todas. Muchas
ecuaciones interesantes de las ciencias son, sin embargo, no lineales. Cuando la ecuacion diferencial tiene
una interpretacion (en Fisica, Biologia...), hay que tenerla en cuenta a la hora de determinar la region valida
de (x,y) y las soluciones aceptables. Asi, hay tres tipos de restricciones para los dominios y soluciones
aceptables: dos de cardcter matematico, la propia ecuacion y los métodos de resolucion, y una de caracter
aplicado, la interpretabilidad.

En general, las ecuaciones pueden clasificarse segun varios criterios:

(a) Por el orden: uno o superior

(b) Por el grado: uno o superior

(c) Por la linealidad: lineales o no lineales

(d) Por caracteristicas particulares: con coeficientes constantes o no constantes, de variables separables,
homogéneas, de Bernouilli, exactas, de factor integrante, de Ricatti, etcétera.

(e) Por la homogeneidad: homogéneas o completas

En general, como son criterios cualitativamente independientes y compatibles, se pueden combinar varios,
y cada texto lo hace a su manera: por ejemplo, capitulos segun el orden y dentro la diferenciacion por el
grado, o capitulos segun el grado y dentro la diferenciacion entre lineales y no lineales. Notese, como caso
concreto, que un grado 2 implica que la ecuacion es no lineal, porque el cuadrado de la suma no es la suma
de los cuadrados y porque lo mismo sucede con los productos de y y alguna de sus derivadas.

En este documento, después de esta introduccion se mencionan algunos resultados teoricos sobre las
soluciones de las ecuaciones lineales. En la siguiente seccion, la mas extensa e importante, se afronta la
resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias; se veran algunos métodos que son «herramientas
matematicas» disponibles para resolver muchas ecuaciones diferenciables, es decir, para calcular algunas
soluciones particulares o la general: reordenar y reescribir la ecuacion, aplicar un cambio de variable para
convertirlas a otro tipo, calcular la solucion general, calcular otra solucidon independiente a otras conocidas,
buscar soluciones de cierta forma, calcular soluciones particulares, etcétera. De estos métodos anteriores,
algunos son muy especificos y sirven solo para un tipo de ecuacion (por ejemplo, aplicar un cambio de
variable), mientras que otros sirven para llevar a cabo tareas generales de todos los tipos de ecuaciones.
Para organizar las ecuaciones y métodos, el orden de criterios seguido en este documento es considerar
primero el orden, luego el grado de la derivada de orden mayor, luego la linealidad, luego la constancia de
los coeficientes y, finalmente, otros criterios particulares. Aunque en la mayoria de casos el interés estd en
encontrar una funcion cualquiera (solucidon particular) o familia de funciones (solucion general) de una
ecuacion diferencial de la forma (1), también tiene interés el problema inverso de, dada una funcién o



familia de funciones, encontrar la ecuacion diferencial ordinaria que la caracteriza; esto es lo que se ve
en la cuarta seccidon. Saber resolver ambos problemas tiene, entre otras muchas aplicaciones, la de permitir
encontrar la familia uniparamétrica de funciones perpendicular a otra familia uniparamétrica dada
(ambas contenidas en un plano): de la primera familia se obtiene la ecuacion diferencial y, dado que la
ecuacion diferencial de la familia perpendicular es aquella resultante de sustituir y' por -1/y', la resolucion
de esta nueva ecuacion lleva a la familia buscada; de esto trata la quinta y ultima seccion.

Por otro lado, en este documento no se han incluido resultados de existencia y unicidad de soluciones, por
ejemplo, ni el estudio cualitativo de las soluciones, ni las soluciones en los puntos singulares regulares, ni
los sistemas de ecuaciones lineales, para los que, como combinacidon de varias ecuaciones que son, puede
hablarse de orden, grado, linealidad, homogeneidad, constancia de los coeficientes, cambios de variable,
métodos de resolucion, soluciones particulares y homogéneas, espacio vectorial de soluciones de un
sistema homogéneo, wronskiano (con una definicioén distinta a la de las ecuaciones lineales), solucion
general del sistema completo, etcétera; tampoco se han visto aplicaciones de las ecuaciones diferenciales.
Estos temas, asi como muchos de los métodos incluidos aqui, pueden consultarse, por ejemplo, en los
libros Ecuaciones Diferenciales. Con aplicaciones y notas historicas, de George F. Simmons, o Ecuaciones
diferenciales, de Shepley L. Ross, publicados en espaiol o castellano por las editoriales McGraw Hill y
Reverté, respectivamente.

BN

2. Espacios de soluciones de las ecuaciones diferenciales
lineales

Un tipo particularmente importante de ecuaciones diferenciales son las lineales. Estas ecuaciones son las que
verifican

3= Glx, p N ARG () @)

Las ecuaciones lineales son importantes porque implican el principio de superposicion, esto es, que la
ecuacion de una suma es la suma de las ecuaciones. Este tipo de ecuaciones aparecen frecuentemente en
muchas disciplinas. La teoria de las ecuaciones diferenciales lineales es abundante y rica. Se cumple que la
solucién general de la ecuacion homogénea (3) es un espacio vectorial (con dimension igual al orden de la
ecuacion), esto es, la combinacion lineal de soluciones es también una solucion (noétese que el principio de
superposicion es esencial), y existen combinaciones que pueden generar todas las posibles soluciones.

ValX)=c, v (x)+e,p,(x)++e, ,(x).

G(x, y+y Wi eyl

De esta forma, se buscard una base de funciones que son soluciéon de la ecuacion homogénea. El
determinante wronskiano

V1 Y2 Y

(1) (m . (1)

Wvy)= 0
e

es la principal herramienta para comprobar la independencia de un conjunto de soluciones; si es no nulo,
las funciones son independientes. Sumar una solucion particular cualquiera de la ecuacion completa a la
solucion general de la homogénea proporciona también una solucion particular de la ecuacion completa,



debido a la condicion de linealidad (4). Es mas, otro resultado teérico asegura que, conocida la solucion
general de la ecuacion homogénea (3), para encontrar la solucidon general de la ecuacidon completa (2) es
suficiente afiadir cualquier solucién particular de esta ecuacion completa:

Veel2) =y, (x)+y (x).

Utilizando el espacio euclideo, en la siguiente figura se representan los espacios vectoriales de soluciones
(es solo una representacion).

El hecho de que esta solucion particular de la ecuacion completa pueda ser cualquiera, al igual que la base
de funciones de la solucion general de la homogénea, hace que dos expresiones ligeramente distintas
pueden ser ambas solucién general de (2); en el dibujo puede verse que otros vectores distintos pueden
generar los mismos espacios. Notese que mientras el espacio de soluciones de la ecuacion homogénea es
un espacio vectorial, el de la ecuacion completa no lo es (no pasa por el origen, es decir, no contiene a la
funcién nula), es un espacio afin. La teoria mencionada en este parrafo es cierta solo para ecuaciones

lineales, aunque en este documento no seran las tnicas de las que se hable. Para la ecuacion lineal de orden
uno, existe un procedimiento general que permite resolverla, sean sus coeficientes constantes o no; ya para
la ecuacion lineal de orden dos, no existe tal procedimiento si los coeficientes son no constantes (pagina 96
de libro Ecuaciones Diferenciales. Con aplicaciones y notas historicas, de George F. Simmons [2*
edicion]), aunque para algin caso particular de ecuacion pueda existir; sin embargo, cuando los
coeficientes son constantes, existe un procedimiento incluso para las ecuaciones de orden n. En otros casos,
por ejemplo los correspondientes a ecuaciones no lineales, que son mayoria en el indice, habremos de
conformarnos con calcular alguna solucion de la ecuacion homogénea o particular.
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3. Resolucidon de ecuaciones: de la ecuacion a la funcidon

3.1. Ecuaciones de orden 1

3.1.1. De grado 1 en )"

Introducciéon



. . ,_d .
Con respecto a la notacioén, dado que por definicion y :d_ic} , los términos dx y dy se pueden tratar

como los nimeros o variables al operar con ellos, separdndolos de la fraccion; por tanto, una misma
ecuacion se puede escribir de distintas formas:

d
y'+f(x,y)y=g(x,y) o d—izh(x,y) o M(x,y)dx+N(x,y)dy=0

Nota 1: La notacioén f " siempre denota una derivada respecto a la variable independiente, sea ésta la que sea. Por ejemplo, a veces
setendrd p " para representar dp/dy. Un caso serd en ecuaciones donde no aparece la x, porque se haran cambios en que se supone

que la variable independiente es y y la dependiente es p = p(y), para calcular p y luego deshacer el cambio de variable. En el apéndice
A.3. se ha incluido un enlace a un documento sobre las distintas notaciones utilizadas en Célculo Diferencial.

3.1.1.1. Método para resolver ecuaciones lineales

Es sin duda uno de los tipos de ecuaciones mas importante. Para resolver y'+f (x) y= g(x), vamos a
buscar primero la soluciéon general de su ecuacion homogénea asociada, u(x), y después vamos a utilizar
(hay varios disponibles) el método de variacion de las constantes, que se vera con mas detalle en la seccion
3.2.1.3.1. (con mas de una constante), para calcular una solucion particular de la ecuacién completa.

y'+f(x)y=0

Esta ecuacion es de variables separadas (quien no haya visto nunca ecuaciones diferenciales puede
consultar el siguiente subapartado 3.1.1.2.), es decir, se puede resolver haciendo

1 - x)ax+c - X )ax
;dyz—f(x)dx — log(y)z—ff(x)dx-FC — y=e 'ff( Jdxt =c, e '[f( Jd :clyl<x):ygh<x)
El método de variacion de las constantes (se volverd a €l en 3.2.1.3.1.) consiste, para ecuaciones de orden

uno, en:

1) Convertir la constante ¢, en una funcion de x, esto es, ¢i(x): y(x)=cl (x)yl (x)
2) Calcular y' e igualar el sumando donde aparece c;' a g(x):
y'=c,"y, ey
¢,'yi=g(x)

3) Despejar e integrar c;'(x) para, integrando, calcular ¢;(x)

el el el
c,'= — dc,= dx — 1( ) f 1<x)

yl(x) yl(x) y deke

Finalmente, tomando ¢ = 0 en esta ultima expresion (se puede, porque estamos buscando una solucion
particular cualquiera),

ypc(x)=cl(x)yl(x)=(f #eff(x)dxdx)e—f f(x)dx

y, para obtener la solucion general de la ecuacion completa,

3 (0)= 7, (54w 0)= (6 3y (5, ()=, () [y ()4 e, J=e 700 [ )l % an e

Para obtener una solucién particular de la completa, se asigna un valor a c¢;: si hay una condicion inicial de
la ecuacidn, utilizdndola, y si no lo mas comodo es darle el valor ¢, = 0 (asi se hard en las secciones
3.2.1.3.3.y3.2.1.4.3.).

Nota 2: El método para resolver estas ecuaciones se presenta en algunos textos como el cambio de variable y(x) = u(x)v(x), donde, después de
sustituir y’ = u'v+uv’ en la ecuacion, se impone que u' + fix)u = 0 para calcular u(x) y se vuelve a la ecuacion, que ahora es uv'=g(x) para
calcular v(x). Como se recomienda en otros textos, es también posible memorizar la formula que se ha obtenido para la solucién, en vez del
cambio y = uv 'y como aplicarlo, cosa que se suele hacer cuando hay que resolver n ecuaciones lineales consecutivas (para resolver una de



orden n, como se vera, por ejemplo, en el método operacional de las secciones 3.2.1.3.3. y 3.2.1.4.3.). Sin embargo, ahora parece mas natural y
util seguir el camino de resolver la homogénea y luego aplicar el método de variacion de las constantes de la seccion 3.2.1.3.1.

Nota 3: Como sucede con otros métodos, el resultado es que al final se resuelve una ecuacion mediante la resolucion de un niumero mayor de
ecuaciones, pero mas sencillas de resolver: aqui se resuelven dos ecuaciones del tipo 3.1.1.2.

P .
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3.1.1.2. M¢étodo para resolver ecuaciones de variables separadas

Este es el primer método que se debe probar al buscar la solucién de una ecuacion diferencial. Consiste en
intentar separar todo lo relacionado con la variable x en un lado de la ecuacion y todo lo relacionado con la
variable y en el otro (los términos dx y dy se tratan como los nimeros o variables al operar con ellos; para
después integrar deben quedar ambos en el numerador de sus respectivos lados de la ecuacion); finalmente,
y si ha sido posible la separacion, se toman integrales a ambos lados y se resuelven las integrales; al
resolver cada integral indefinida habria que afiadir una constante, pero basta con afiadir una c al resolver las
dos integrales simultaneamente.

_S(x)

i gy)dv=f(x)dx — [g(y)dy=][ f(x)dx

G(y)+e,=F(x)+e, — y=G_1(F(x)+c)
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3.1.1.3. M¢étodo para resolver ecuaciones homogéneas

Una ecuacion diferencial es homogénea si se cumple que:

a) Escrita como %=h(X,y), se verifica que & (tx,tv)=h(x, y)
b) Escrita como M (x,y)dx+N(x,y)dy=0, se cumple a la vez que M (&x,ty)=t"M (x,y) y

N(tx,ty)=t"N(x,y) con m=n

Para resolver estas ecuaciones, se aplica el cambio de variable y(x)zx-v(x) para que se convierta en una
ecuacion de variables separadas:

dy _

dx—h(x,y) vix+v=h(x,vx)=h(1,v) > ;dvzldx
, , h(1,v)—v X

Yy =v+xv

Después de obtener v(x) se sustituye en y(x)=x-v(x).

Nota 4: Algunas veces se utiliza el cambio y(x )=x lu (x ), que corresponde a v(x) = 1/u(x) y lleva la misma ecuaciéon de variables
separadas pero con la sustitucion anterior.

Nota 5: Una funciéon homogénea de grado m verifica que h(-x,-y) = (-1)"A(x,y), lo que se podria utilizar para buscar soluciones en un cuadrante a
partir de las obtenidas para su opuesto (en el que tanto la x como la y tienen signo opuesto).

i



3.1.1.4. Método para resolver ecuaciones reducibles a homogéneas

Una ecuacion diferencial se puede convertir en una ecuacion homogénea si se puede escribir como:

!

a, xta,y+a,
V'EN T o

b, x+b,y+b,

Entonces, para resolverla se distinguen dos casos:

b
a) Si —#—2, se calcula el punto donde se cortan las curvas (o.,B) y se aplica el cambio de variable

a, a,
X=u+ao . ., ., . .
y=v+p’ se resuelve la ecuacion en funcion de las variables u y v, y finalmente se obtienen x ¢ y.
b Si b, b, A ) = f a, xta,y+ta, haciend 1 bio d
1 —=—=A, se tiene que = , Y, por tanto, haciendo el cambio de
) a, a, que ¥ ha,x+M\a,y+b, ¥ P
variable z=a,x+a,y se convierte en una ecuacion de variables separadas (3.1.1.2.):
z+a, 1
y'=f _ zta, dz =dx
Az+b,| — z'=ata,f hz+b, - ra,f z+a,
_ a,+a
z'=a,+a,y' P ANz +by
i,

3.1.1.5. Método para resolver ecuaciones exactas

Una ecuacion diferencial se llama exacta si escrita como M (x , y)dx +N ( X, y) dy=0 se verifica que

oM _oN
oy Ox
. , . . o0F oOF
La idea detras de estas ecuaciones es que existe una F (x, y)=c=const tal que dF = dx+5dy: 0,
: : . : O’F _ O'F .
y como las funciones diferenciables de dos variables cumplen que = , por lo que es posible
0yox O0x0y

utilizar esto para encontrar F (x, ).

1) Como M=%—I;, entonces F(x,y)sz(x,y)dx+k(y)

2) Ahora, para calcular k( y) y por tanto F (x,y), se utiliza la otra condicion
oF 0 ok
N Za—yza(f M (x,y)dx )+$ lo que da lugar a una ecuacion diferencial que permite calcular

k(y) vy, finalmente, F(x,y)

La solucion final suele darse en forma implicita o, si es posible, en forma implicita:
F(x,y)=c=const o y=f(x)

Nota 6: También podrian hacerse los pasos en el orden inverso, es decir, utilizar primero la condicidén sobre la Ny después la de la M para
calcular una k(x) y, finalmente, F(x,y).

 —



3.1.1.6. M¢étodo para resolver ecuaciones de factor integrante

Una ecuacion diferencial se dice que es de factor integrante si existe una funcién w(x,y), que es el factor
integrante, si después de multiplicarla por ese factor se convierte en ecuacion exacta. Es decir, ahora se
tiene que verificar que

o(uM) _o(unN)

dy  Ox
ow oM au ON
M+ N+usr
ay My Tax Mox
ou ou oM ON
M NEE S C
oy 0x (8y ﬁx)

Para facilitar la bisqueda de un factor integrante valido, el cual debe verificar la ultima condicion, suelen
probarse casos mas sencillos que la simplifican. Cuando el factor integrante depende de x e y a través de un
nueva variable z(x,y), la regla de la cadena implica que:

onw_duoz y Ow_duoz
O0x dz Ox oy dz oy

Al introducir estas expresiones en la condicion que debe cumplir el factor integrante, se obtiene una
ecuacion integral para w(z). Cuando sabemos resolver esta ecuacién, se obtiene un factor integrante
vélido w(x,y)=u(z(x,y)).

0
1) Probamos u(x,y)=u(x), es decirz(x,y) = x, entonces —‘uZO, y, por tanto la condicion del factor

oy
mtegrant€ queda d ¥ N ay ax

depende de la variable x, lo mismo deberia suceder con el de la derecha, y la ecuacion seria de
variables separadas.

du

)

). Ahora, como el miembro de la izquierda de la igualdad so6lo

Si el término de la derecha no depende sélo de x, concluimos que fallaba la hipétesis w(x, y)=u(x).
Pasariamos a probar el siguiente caso.

. 0 ..
2) Probamos u(x,y)=u(y), es decir z(x,y) = y, entonces —M=0, y, por tanto la condicion del factor

ox
d M
integrante queda ﬁ:_%(a_ _G_N) Ahora, como el miembro de la izquierda de la igualdad

solo depende de la variable y, lo mismo deberia suceder con el de la derecha, y la ecuacion seria de
variables separadas.

Si el término de la derecha no depende sélo de y, concluimos que fallaba la hipotesis w(x, y)=u(y).
Pasariamos a buscar un factor integrante de otra forma.

3) Una forma simple de que el factor dependa a la vez de x y de y es que lo haga a través de su suma x+y.

Entonces se supone que Ww(x,y)=u(x+y), es decir z(x,y) = x+y. Como P e la



ndicion queda como h=— M (M _0ON
condicién queda como — === oy ox
igualdad solo depende de la variable z, lo mismo deberia suceder con el de la derecha, y la ecuacion

seria de variables separadas.

). Ahora, como el miembro de la izquierda de la

wes M—-N

1 1 (oM _oN
du=— SCRA P
3 (ay ax) :

Si el término de la derecha no depende s6lo de =z concluimos que fallaba la hipdtesis
u (x, y) =u(x+ y). No vamos a probar mas simplificaciones para el factor.

4) También es frecuente suponer que W(x, y)=u(x-y), es decir z(x,y) = xy. En este caso
Ouw_duw -y on_dn

ox dzy oy dz

5) Otro ejemplo es u(x,y)=u(xe’), es decir z(x,y) = xe’. En este caso 2“ Z“ey y
X z

ou_du

oy dz

Para el primer caso de entre estas simplificaciones en que se haya llegado a una ecuacion resoluble (en la que
aparecen [, z y la derivada de p con respecto a z; si es necesario, con las x y las y se han ido haciendo
operaciones de completacion, sumando y restando, multiplicando y dividiendo, hasta conseguir grupos que
se puedan sustituir por z, o grupos de x e y que se cancelen), si ha habido alguno, se calcula el factor
integrante resolviendo su ecuacion y, después de sustituirlo en (u M )dx+(uN )dy=0, se resuelve esta
ecuacion exacta (cuidado con la notacion, ahora la M y la N del método para resolver las exactas se refiere
a uM y uN de este tipo de ecuaciones).

 —

3.1.1.7. M¢étodo para resolver la ecuacion de Bernouilli

Son las ecuaciones que tienen la forma y'+ f(x) y=g(x)-y". Como parece que es el factor y" el que
«molestay», la metodologia que conviene recordar consiste en dividir por ese factor (esto se puede hacer
cuando y no es nula. De hecho y = 0 es una solucién trivial de la ecuacion que no suele tener interés,
aunque depende de qué represente la ecuacion. Por tanto, al dividir por este factor se puede entender que se
estan buscando las soluciones no nulas):

Yoy fx)L=g(x).
y y

Esta ecuacion sugiere un cambio de variable que llevea y'y "=z’  lo que lleva

1—-n 1—-n

zzf Z’=f y'y_nZITlny +C1:1Tny

Nota 7: En primer lugar, aunque se puede arrastrar la constante c1, también se puede tomar igual a 0, lo que lleva a soluciones equivalentes con
menos complicaciones (1éase el apéndice A.1. sobre estas constantes para las ecuaciones lineales).

1-n

Nota 8: En algunos textos se recomiendan el cambio z = ', que es esencialmente el mismo. Por otro lado, esta ecuacion también se puede
resolver como se hizo en 3.1.1.1. o mediante el cambio y = uv.

Con este cambio, la ecuacion se escribe como
z'+(1=n) f(x)z=g(x)

que es una ecuacion lineal para z(x). Una vez resuelta y calculada z(x), se deshace el cambio de variable:

10
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3.1.1.8. Método para resolver la ecuacion de Ricatti, cuando se conoce alguna
solucion

Son las ecuaciones que tienen la forma y'+ f (x)-y*+g(x)-y=h(x). Se resuelven facilmente cuando ya se
conoce alguna solucion. Para encontrarla, puede hacerse una busqueda rapida «a ojo» o bien utilizar algtin
método.

(a) Si se conoce una solucién cp(x), se aplica el cambio de wvariable y=cp(x)+v(x). Como
y'=¢'+v', se sustituye en la ecuacion:

@'+v'+ f(x)(+v)+g(x)(@+v)=h(x)
o'+ / ()@ +g(x)@l+[v+ f(x)v+2 £ (x)pv+g(x)v]=h(x)

Por ser @(x) soluciéon de la ecuacién completa, el primer corchete vale A(x), que se anula con el
mismo valor del otro miembro de la igualdad, y asi:

v+ f(x)v+2 f(x)g+g (x)]v=0

Esta ecuacion es de tipo Bernouilli, por lo que resolviéndola como se ha indicado, se calcula v(x) v,
finalmente, y(x).

(b) En el caso en que se conozcan dos soluciones, @, (x) y @, (x), aunque se podria hacer lo mismo
que en el apartado anterior usando cualquiera de ellas, el cambio Vv (x)Z% lleva directamente
a una ecuacion de variables separadas (3.1.1.2.) para v(x): 2

e () 3) =, ()]

\%

Una vez calculada v(x), se vuelve al cambio de variable y se despeja y(x).

BN

3.1.2. De grado m en )

3.1.2.1. M¢étodo para resolver ecuaciones polinomiales

Son las ecuaciones que tienen la forma

)"+ £ ) () fole p)- (0 )" P (2, 9) 9 '+ fulx, ¥)=0

Considerando a y' como variable algebraica, si puede escribirse

m,

[y'—g(x, »)]" [y —gilx,y)]"=0,

con m;+--+m,=m, como un producto es nulo solo, y so6lo si, alguno de los factores lo es, la solucion

11



vendra dada por la unién de las soluciones de las ecuaciones de grado uno

y'=g,(x, ).

BN

3.1.2.2. Método para resolver ecuaciones de la forma F(y,)') =0

En estas ecuaciones no aparece la x explicitamente. Se distinguen dos casos:

3.1.2.2.1. Si es posible despejar hasta obtener la ecuacién de la forma y=g(y’), se aplica el cambio
de variable y'=p. Este cambio implica que

y=gl(p) _ ,
b =g, g,
o P dy= pdx D

Entonces, la solucion en forma paramétrica es

x:f—g Z()p)dp-i-c‘

y=g(p)

A partir de esta soluciéon es posible obtener la solucién en la forma implicita f (x,y)=0,
despejando de ambas ecuaciones p o una parte comun que involucre a p en ambas ecuaciones.

3.1.2.2.2. Si es posible despejar hasta obtener y=c.(¢t) y p=PB(t) de forma que se cumpla
y'=p, setiene que

dy=a'(t)dt a'(t)
dx= dt
dy=p(t)dx B()
Entonces, la solucion en forma paramétrica es
a'(t)
—=dt+
J B(#)
y=alt)

A partir de esta solucion es posible obtener la solucion en la forma implicita f(x,y)=0,
despejando de ambas ecuaciones 7 0 una parte comin que involucre a ¢ en ambas ecuaciones.

e

3.1.2.3. Método para resolver ecuaciones de la forma F(x,)") =0

En estas ecuaciones no aparece la y explicitamente. Se distinguen dos casos:

3.1.2.3.1. Si es posible despejar hasta obtener la ecuacion de la forma x=g(y’), se aplica el cambio
de variable y'=p. Este cambio implica que

x=g(p) dx=g'(p)dp J
"(p)dp=
&y_ - s — g'lpdp=
p x p
dx p

12



Entonces, la solucion en forma paramétrica es
x=g(p)
y=[ pg'(p)dp+c
A partir de esta solucion es posible obtener la solucion en la forma implicita f (x,y)=0,
despejando de ambas ecuaciones p o una parte comun que involucre a p en ambas ecuaciones.
3.1.2.3.2. Si es posible despejar hasta obtener x=a.(t) y p=PB(¢), seaplicael cambio y'=p,

(s a-pimtan

Entonces, la solucion en forma paramétrica es
x=ot)
y=[Blt)a’(¢)di+e
A partir de esta soluciéon es posible obtener la solucién en la forma implicita f (x,y)=0,

despejando de ambas ecuaciones ¢ 0 una parte comun que involucre a ¢ en ambas ecuaciones.

i

3.1.2.4. M¢étodo para resolver la ecuacion de Lagrange (y la de Clairaut)

Es una ecuacion de la forma y=xf(y')+g(y’). Se va a aplicar el cambio y'=p, pero antes se deriva
en la ecuacion para que no aparezca y.

y'=fy)+xf 1y )y)+g' () y) — p=flp)+xf'(p)p'+g'(p)p —
_ Sy (NP
p—fp)=lxf'(p)+g (p)]dx (*)
(1) Ahora, si p — f(p) no es nulo, en (*) se puede hacer

a_ f'p) _ g'p) _,
dp p—flp)" p—f(p)
con lo que esta ecuacion es lineal para x(p), y puede ser resuelta, de manera que
x=h(p)
y=h{p)f(p)+g(p)
A partir de esta solucion, en forma paramétrica, es posible obtener la solucion en la forma implicita

F (X ,y)=0, despejando de ambas ecuaciones p o una parte comin que involucre a p en ambas
ecuaciones.

(2) En el caso en que p — f{p) es nulo (lo que sucede cuando f{x) = x, y, por tanto, f(x) = 1), se tiene que (*)
toma la forma

L d d , ,
0=[x+g (p)]a,—fc7 — £=0 6 x+g'(p)=0

(2.1) El primer subcaso se resuelve como
EZO — y"'(x)=0 - ylx)=c x+c,

13



lo que ha llevado a una solucion ya en forma implicita para y(x).
(2.2) Mientras, para el segundo subcaso, cuando g'(x) es invertible,
x+g'(p)=0 = y'(x)=(g") ' (~x) — »y(x)=[(g")"(~x)ax

se puede obtener directamente y(x) en forma explicita, mientras que si g'(x) no es invertible, se puede hacer

!

x=—g'(p)
y==g'(p) f(p)+g(p)

y se obtiene una solucidon en forma paramétrica, de la que podria pasarse a la forma implicita o explicita.
En cualquier caso, para el caso (2) habria que considerar la union de las dos soluciones de estos dos
subcasos (notese que la ecuacion puede ser no lineal y, por tanto, las dos pueden ser validas porque el
espacio de soluciones no tiene por qué tener una dimension).

Nota 9: Un caso particular de ecuacion de Lagrange, que a veces también se menciona explicitamente por su mayor simplicidad, es la ecuacion

de Clairaut y=xy'+g(y ').

3.2. Ecuaciones de orden n

3.2.1. De grado 1 en y™

3.2.1.1. Método para resolver ecuaciones lineales del tipo »"'=/(x)
Es el tipo mas sencillo posible de ecuacion lineal de orden n. Basta integrar n veces consecutivas:
W=rx) = [WEdx=[ f(x)de = "V (x)=[ f(x)dete,
y luego
y("_z)(x)zf y("_l)(x)dxzf f f(x)dx+c, dx
repitiendo el proceso hasta obtener
y(x)zf---f f f(x)dxdx-dx=g(x)+a, x""'+a, ,x" "+ +a,x+a,

Al final del proceso, como se habra afiadido una constante al resolver cada integral indefinida, la solucién
final serd una funcion mas un polinomio de grado n-1 (en total, un nimero de constantes igual al orden 7).

Nota 10: El caso n = 1 puede verse también como resoluble por el método de separacion de variables, 3.1.1.2., porque ) "= f (x) —

dy=f(x)dx.

 —

3.2.1.2. Método para resolver ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes
constantes

Son ecuaciones de la forma

14



(n)

n—1
y +a1y( )

+...+a,y=0

y se resuelven buscando soluciones de la forma p=¢’*. Después de calcular las derivadas, y"'=;"¢"
y sustituir,

)

- —1 - -1 —
re”+ar" e+ +a,e =" (" +a, " .. 4a,)=0 o F+ar" '+ +a,=0

Las raices del polinomio (llamado polinomio caracteristico) corresponden a funciones que verifican la
ecuacion (llamada ecuacion caracteristica), es decir, a soluciones. Segiin sean estas raices se distinguen
distintos casos, que dan lugar a soluciones independientes (no es necesario comprobarlo con el
wronskiano). Suponemos que los coeficientes del polinomio son reales, por lo que las raices complejas que
puedan aparecer lo hardn por pares conjugados.

rx

+ Cada raiz real simple daré lugar a una solucion y,=e"’
« Cada raiz real de multiplicidad 4 dard lugar al mismo numero de soluciones
ylzer,x,yzzxer,x’y3:x26rjx’“.’yk/:xkj—ler,x
. Cada par de raices complejas simple, a=bi, dara lugar al par de soluciones y,=cos(bx)e’" y
y,=sen(bx)e"”
« Cada par de raices complejas multiple, a*+bi, de multiplicidad % dara lugar a las series de
soluciones ylzcos(bx)e”x,yzzxcos(bx)e”,y3=x2cos(bx)e“,---,yk/:xkf_lcos(bx)e”x y

y,=sen(bx)e"”, y,=x sen(bx)e"”, y3=x2sen(bx)e”,~--,yklzxk"_lsen(bx)eax

Finalmente, la solucion general de la ecuacion homogénea estara dada por la combinacién lineal de todas
las soluciones provenientes de los distintos tipos de raices:

J’(x)zclyl(x)+czy2(x)+"'+cnyn(x)-

Nota 11: Los resultados teodricos garantizan que este método de buscar soluciones de la forma e™ resuelve el caso de coeficientes constantes.
Sin embargo, esto no impide que tenga alguna utilidad para el caso de coeficientes no constantes: por ejemplo, al aplicarselo a la ecuacion

xp ' —(2x+1)y'+(x+1) y=0

es posible calcular una solucion después, y después, con el método que se vera en el apartado 3.2.1.4.4., se puede calcularse la otra necesaria
para expresar la completa de esta ecuacion lineal homogénea (dos soluciones independientes son base de su espacio vectorial de soluciones).

BN

3.2.1.3. Me¢todos para resolver ecuaciones lineales completas con coeficientes
constantes

Estas ecuaciones son de la forma

y(n)+a1y(

Vi 4a,y=f(x).
Dado que en 3.2.1.2. ya se ha aprendido a resolver la ecuacion homogénea, para encontrar la solucion
general de la ecuacion completa, segiin lo dicho en la seccion 2., basta ahora con obtener cualquier
solucion particular de esta misma ecuacion completa. Los siguientes métodos se presentan aqui para
terminar de resolver la ecuacion de coeficientes constantes, pero en algunos casos también son aplicables a
ecuaciones con coeficientes no constantes: véase la seccion 3.2.1.4.3.

3.2.1.3.1. Método de variacion de las constantes. Este método, a diferencia de otros que se veran
después, es aplicable cuando ya se ha calculado la  solucibn  general,

y(x)=c,y,(x)+ e, »,(x)++c,y,(x), delaecuacion homogénea y(”)+a1y("_')+...+any=0.
La idea de este método es:

1) Convertir las constantes en funciones: y(x)=c,(x)y,(x)+c,(x)y,(x)++c,(x)y,(x)
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2) Calcular las derivadas consecutivas, imponiendo que la suma de los términos en que aparecen las
derivadas de estas nuevas funciones tome el valor 0 en todos los pasos (con esto se consigue que
nunca a aparezcan derivadas segundas) salvo en el ultimo paso, en que se iguala a f{x):

y'=c'ytey) e yte,y, 't te, vy, ey, =0y 't v, e,
o'yt y,+te,'y,=0
yI’:cl Iyl '+C1yl,’+C2'y2’+czy2"+"'+Cn’yn’+cnyn":CIyl”+C‘2y2”+"'+cnyn,’
¢’y +e, y, '+, y,'=0

(n y (n—1 n y (n—1 n r (n—1 n (n
y ):cl y(l )+C1y(1 )+C2 y(z )+02y(2)+"'+cn y(n )+cny(n):clyl
r o (n—1 r(n—1 y o (n—1
o' W ey e, = 1 ()

n

) (n)

n

+c2y(2")+-~+cny

3) Resolver el sistema de ecuaciones lineales en que las variables son ¢,’(x),¢,"(x),--,¢,"(x)
(por cualquier método: sustitucion, Cramer, Gauss, etc.):

¢,'yite, y,+ete,'y,=0
c'y/+e) y, e, y,'=0

¢y ’y(ln)+cz 'y(2”)+"'+cn’yz(;l):f(x>

Nota 12: En este sistema, el determinante de la matriz de coeficientes coincide con el wronskiano de yi,...,ys, €l cual, dado que estas
funciones son independientes, es distinto de cero. Esto implica que la matriz de coeficientes tiene rango maximo, por lo que el
rango de la matriz ampliada no puede ser mayor y el teorema de Rouché-Frobenius garantiza que el sistema es compatible
determinado, es decir, que tiene solucion unica. Dado que se supone que f{x) es no nula, porque si no estariamos ante una ecuacion
homogénea, no completa, esa solucion tnica no es la trivial; pero aunque f{x) fuese nula, este método llevaria a la solucion trivial
para este sistema, es decir, a que todas las derivadas son nulas, las ¢, son constantes y se volveria a la solucién general de partida.

4) Integrar c,'(x),¢,'(x),+,¢,"(x), para calcular ¢ (x),ey(x), -, c,(x)

Nota 13: Siempre que se sepan resolver estas integrales, el método de la variacion de las constantes proporciona una solucion
particular de la ecuacion completa (a diferencia, por ejemplo, del método de los coeficientes indeterminados, 3.2.1.3.2., que tiene
una componente heuristica, aunque éste puede ser mas rapido y proporcionar una solucion particular mas facilmente).

Nota 14: Si estamos aplicando este método para encontrar una solucioén particular de la ecuacion completa, pero dentro de un ejercicio
cuyo objetivo es encontrar la solucion general de la ecuacion completa, no hay que olvidar sumar la solucion general de la completa,
porque para las ecuaciones lineales

y(x)=y gt ye=ciyi(x)+e, yylx) 4 te,y, (x)+e (x) y,(x) ey (x) y,(x)+- 4, (x)y,(x)

Nota 15: Asi, este método de la variacion de las constantes siempre proporciona una solucion particular de la ecuacion completa (a
diferencia, por ejemplo, del método de los coeficientes indeterminados, 3.2.1.3.2., que tiene una componente heuristica), siempre que
se sepan resolver las integrales del siguiente punto. Este método, para el caso de orden uno (n = 1), se utilizé en 3.1.1.1.

3.2.1.3.2. Método de los coeficientes indeterminados. La idea que subyace a este método es parecida a
la de 3.2.1.2. en el sentido de que consiste en buscar soluciones de determinada forma, en los que el
valor de sus parametros se calculan a posteriori. Sin embargo, en aquel método, por tratarse de una
ecuacion homogénea, se elegia la funcion exponencial, que nunca se anula, mientras que ahora se van
a utilizar modelos mas generales que la funcion exponencial. Estos modelos se elegiran en funcion de
como sea f{x): si es una exponencial, se utilizara una exponencial (con el mismo exponente); si es una
funcion trigonométrica, conviene probar con una funcidén trigonométrica; si es un polinomio,
conviene un polinomio; si es una combinacion de los anteriores tipos de funciones, conviene una
combinacion; etcétera. Después de sustituir en la ecuacion, con frecuencia hay que identificar
coeficientes (sobre este método, ver la nota 21 de 3.2.1.4.1.) para establecer un sistema que permita
calcular los coeficientes indeterminados. Por este motivo, el modelo puede tener tantos coeficientes
indeterminados como orden tenga la ecuacion, aunque a veces el valor de alguno es «evidente» y se
puede probar un valor concreto. Por ejemplo (f; son coeficientes conocidos):

16



x)=f,, sepuedeprobar y=c,

fot fix+-+ fx", sepuede probar y(x)=co+c, x+-+c x*

fx)=
f(x)
f(x)=Ff,sen(f x), se pueden probar y(x)=c,sen(f x), y(x)=c,sen(c,x) 6
J’(x) Cyse ( )+Clsen(f1x)
Si f(x)=fycos(fx), se pueden probar y(x)=cycos(f x), y(x)=c,cos(c,x) 6
y(x)=cysen( fx)+c sen(f x)

Al

x)=foe’™, sepueden probar f(x)=coe’” 6 f(x)=coe””

3.2.1.3.3. Método operacional. Este método se debe a Oliver Heaviside, y sus métodos les parecieron
tan extrafios a los cientificos de la época que fue considerado como un excéntrico. La idea de este
método consiste en resolver una ecuacion de orden n resolviendo varias de 6rdenes uno o dos (en
general n de orden uno). Para ello:

n

1) Se define el operador -=D", por lo que las derivadas se convierten en potencias del

operador: y"'=p"y
2) Se aplica esta notacion para definir un «operador diferencial polinomial» p(D):

D"y+a, D" y+..+a,y=(D"+a, D" '+..+a,)y=p(D) y= f(x)
3) Si se puede definir como actua el operador inverso de p(D), se podra despejar y haciendo

1
mf(x)

4) Este operador inverso se calcula mas facilmente si se descompone el polinomio p(D), porque hay
un resultado tedrico que garantiza que tal descomposicion del polinomio caracteristico se
corresponde con la accion de los operadores de los miembros de la descomposicion (ver el
teorema 6.6 de la seccion 6.7 del volumen 2 del libro Cdlculus, de Tom M. Apostol). Vamos a
suponer que en la ecuacion diferencial los coeficientes son constantes y nimeros reales; en este
caso, las raices seran reales o, en el caso de las complejas, vendran dadas por pares (en polinomios
reales de grado dos)

ﬁpw)y:#)ﬂx) L=

P(D)=(D-r\)(D=r,)---(D=7,)(D*+b, D+c,)(D’+ b, D+c,)-+-(D*+b, D+c, )

donde se han colocado primero las raices reales y en segundo lugar los pares de raices complejas
(se ha de cumplir que n, + 2n, = n). Todas estas raices pueden ser simples o multiples, da igual en
este método. Con esta descomposicion, el operador inverso se puede interpretar de distintas
formas

1 1 1 1 1
41 P(D) D-r, " D-r, D*+b D+, D*+b, D+c,
otro («en serie») un operador inverso a la funcidn resultante de aplicar el operador anterior. Notese

que da igual el orden y que, por otro lado, algunos de estos operadores pueden estar repetidos
(para las raices multiples)

lo que llevaria a aplicar uno tras

1 4, 4, B,+C, D B, +C,D
42) - = RPN + > "2
P(D) D-r, D—r, D*+b D+c, D*+b, D+c,
del numerador se calculan haciendo lo que se conoce como descomposzcio’n en fracciones simples
(esta «herramienta matematica» se utiliza también en otros célculos, por ejemplo en las integrales

racionales); esto llevaria a aplicar («en paralelo») un operador inverso a f{x)

, donde las constantes
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1 2 . . e
4.3) W:bo"‘le"‘sz +---, donde los coeficientes se calculan utilizando la division
inversa de polinomios. La serie es, en general, infinita; sin embargo, dado que los polinomios
tienen un numero finito de derivadas no nulas, esta descomposicion es aplicable cuando f{x) es un

polinomio, porque solo sera necesario tener en cuenta los primeros monomios de la serie

5) Para las descomposiciones 4.1 y 4.2 anteriores, es necesario definir como actiian los operadores
1

D—r ¥ D4bD+c’

para b” - 4¢ < 0, sobre una funcion cualquiera g(x).

Grado 1. Para el primer caso, y segtn lo dicho en 3.1.1.1. (dando el valor nulo a las constantes de
la solucion general obtenida alli, porque ahora estamos interesados en cualquier solucion
particular),

X

(D—r)y=g(x) & y'—rmv=glx) o y=e"[ e g(x)dx

por lo que se define

1
D—r

Grado 2. Segtn lo dichoen 3.2.1.2. y 3.2.1.3.1.,

g(x)=e" f e " g(x)dx

(D*+bD+c)y=g(x) < y''+by'+cy=g(x) < y=c,(x)y (x)+c(x)y,(x)

por lo que se define (para b* - 4¢ < 0, porque las raices son complejas conjugadas)

1
———g{x)=c,(x x)+c,(x x),
D2+bD+cg( ) 1( )yl( ) 2( )yz( )
donde, segin 3.2.1.2.,
2 _b, 72 _b,
y,(x)=cos 402_b e? e y,(x)=sen 402 b 2

y, segin 3.2.1.3.1.,

g(x)y (%)

(@72 W=y wyal) &

o (e) | — g Elx)

dx y c,(x)= f
' ' 2
B4 (x)y2 (x)_% (x)yz(x)
Nota 16: Por los motivos explicados en el apéndice A.1, al resolver las integrales que se han dejado indicadas en las definiciones
dadas para los grados uno y dos, no es necesario afiadir ninguna constante (o, lo que es lo mismo, se puede pensar que se afiade y
después se le da el valor particular 0).

Nota 17: El caso de raices complejas, aunque resoluble analiticamente, es complicado, por lo que no suele incluirse en los textos.
Yo no lo he visto en los que he manejado (cinco o seis), y los célculos que aparece aqui para los pares de raices complejas son
mios. La principal utilidad del método consiste en poder aplicar mecanicamente la formula de grado uno, porque resolver las
integrales anteriores puede no ser facil. A cambio, en algunos textos se incluyen algunas propiedades que permiten hacer los
calculos para ciertos tipos de funciones frecuentes (notese que H puede tener grado dos o mayor):

* Para las funciones exponenciales

D'(e")=a’e™ — H(D)(e")=H(a)e" -

)(eax):

H(D H(a)(e )
e Para las funciones trigonométricas, se puede ver que
1 1
H(D*)sen(ax+b)=H (—a*)sen(ax+b) — ———sen(ax+b)=——sen(ax+b
()sen{ax +b)=H (=) senae+b) ~ bssenl ax-+b) =t senfae+5)
y, de la misma forma,
1 1
—cos(ax+b)=———cos(ax+b

* Para funciones multiplicadas por una exponencial, se cumple que
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1 ax _ ax 1
me (x)—e mf(x)
* Para funciones multiplicadas por x, se cumple que (D)
1 _o 1 _H’
fo(x)_xH(D)f(x) xH(D)2f<x)

Nota 18: Si estuviésemos trabajando con funciones holomorfas (funciones complejas de variable compleja que son derivables) y
sus ecuaciones diferenciales, se podrian considerar coeficientes complejos, y en este caso seria necesario definir sélo el operador
inverso de D-r con r complejo (definicién que deberia extender a la dada aqui, dado que los niimero reales estan dentro de los
complejos), porque el teorema fundamental del dlgebra asegura que existen n raices complejas (alguna puede ser multiple).

1

Nota 19: Nétese que, por ejemplo, y, mas generalmente, —( ) representan un operador inverso, no uno sobre un

polinomio; podria haberse utilizado la notacion ( D—r >_1 o p ( D )_1 .

Nota 20: En algunos casos en los que la ecuacion lineal inicial tiene coeficientes no constantes, también puede aplicarse el método
operacional: véase 3.2.1.4.3.

3.2.1.3.4. Los métodos presentados en las secciones 3.2.1.4.1. y 3.2.1.4.2. para ecuaciones coeficientes
no constantes, método de representacion en series de potencias y método de la transformada de
Laplace, son también aplicables al caso de coeficientes constantes.

 —

3.2.1.4. M¢todos para resolver ecuaciones lineales completas con coeficientes no
constantes

Son ecuaciones de la forma

Wa, (x)y" et a, (x) y= £ ()

Los métodos que se presentan a continuacion pueden ser utilizados tanto para intentar resolver la ecuacion
homogénea correspondiente como para calcular una solucion particular de la completa.

3.2.1.4.1. Veamos ¢l método de representacion en serie de potencias. Como hemos dicho en la
introduccion, vamos a buscar soluciones en puntos ordinarios xy, en cuyo entorno cualquier funcion
«con buen comportamiento» se puede representar por una serie infinita. En este método se sustituye
una serie genérica en la ecuacion y se deducen los coeficientes (infinitos, por eso se busca una ley de
recurrencia) que definen la serie que es solucion de la ecuacion. En ultimo término, y si es posible, se
identifica la funcion elemental que representa esta serie infinita.

1) Si yzzliobk(x—xo)k=b0+b1(x—x0)+b2(x—x0)2+-~, entonces

y(l):z(::l kbk(x_xo)k_1:b1+bz(x_xo)"'"" y(z)zzr 2 k(k_ l)bk(x_xo)k_zzbz"'""

W=

2) Por otra parte, escribiendo también las funciones al(x ) -~-,an(x), f (x) en serie de funciones
(alrededor de xo), cuyos coeficientes son conocidos, sustituyendo en la ecuacion e identificando
coeficientes (ver la nota de debajo), se pueden ir expresando los coeficientes de la serie/solucion
buscada en funcién de los primeros (€stos son tantos como el orden de la ecuacion y, como pueden
tomar cualquier valor, determinan la familia n-dimensional de funciones que constituyen la
solucion general). El radio de convergencia de esta serie es la distancia de x, al punto singular de
la ecuacion mas cercano a €l. En este proceso de identificar coeficientes, para facilitar el trabajo de
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encontrar el patron general que los relaciona, es conveniente dejar explicitos los productos de
numeros que puedan aparecer, sin hacer productos ni simplificaciones.

Nota 21: Sobre el método de identificacion de coeficientes (igualar lo que multiplica a uno y otro lado a cada potencia de x), y para que
nos resulte mas facil recordarlo o aplicarlo a situaciones mas generales, diremos que se basa en el hecho de que las funciones
{1,xx’x*,...} forman una base de un espacio vectorial (dimension infinita) de funciones (en un entorno de xo), por lo que s6lo pueden
generar el 0 si se las multiplica por 0 a todas, esto es:

z:zobk(x—xo)k=z;Cz(x—xo)' < Z::()(bk_ck)(x_xO)k:O o b=c, Yk

Esta misma idea es aplicable con otros conjuntos de funciones independientes: exponenciales, trigonométricas, etcétera.
Nota 22: En los libros, este método se presenta frecuentemente para x, = 0, lo que simplifica un poco la notacion.

Nota 23: Como se ha dicho, una vez obtenida la serie que es solucion de la ecuacion, si es posible conviene identificar si representa o
no alguna funcién elemental conocida. Conviene, por tanto, tener en mente las series de Taylor de las funciones mas conocidas: sen(x),
cos(x), €, log(1+x), etcétera; esto permite ademds identificar composiciones basadas en ellas, como sen(x?), cos(x’), e*, log(1+x?),
etcétera. Por otro lado, cuando la ecuacion diferencial es tal que la solucién no se puede encontrar o representar por alguno de los
métodos anteriores, este método de representacion es especialmente ttil (y mas para buscar soluciones aproximadas con ordenadores).

Nota 24: Para buscar soluciones en puntos singulares regulares, suele utilizarse el método de Frobenius, similar al anterior, que se
puede encontrar en muchos libros de ecuaciones diferenciales.

3.2.1.4.2. El método de la transformada de Laplace consiste en convertir, utilizando las propiedades
de esta transformada, el problema diferencial original en otro problema diferencial mas sencillo (o
incluso algebraico, para ecuaciones de orden uno) dentro de un nuevo espacio de funciones; de la
nueva ecuacion diferencial se obtiene la transformada L[y], para finalmente aplicar la transformada
inversa y obtener la solucion de la ecuacion original y = L™'L[y]. Para hacer todo esto es necesario:

1) Definir la transformada de Laplace. Es un operador que actiia sobre una funcion (de variable
independiente x) y da lugar a otra funcion (de variable independiente s). Esto mismo hacen la
derivacion o la integracion, por ejemplo, que son también operadores funcionales (aunque en estos
casos, como no hay problemas de confusion con la notacién, se mantiene la misma variable
independiente x en ambos espacios de funciones). Obviamente, serd aplicable donde tenga sentido
definirla, que es (consultar algin texto) para una funcién cualquier f{x) continua a trozos y de
orden exponencial para ¢ (basicamente, que f(x) no crece mas deprisa que e“), en la region x > 0,
se define para s > c:

LIf(x)l=], e flx)dx=F (s)
2) Deducir algunas de sus propiedades:

a) Sobre una derivada: L[/"(x)]=sL[f(x)]—f(0) y entonces, para derivadas de
cualquier orden, L[ " (x)]=sL[ " "(x)]- """ (0)=--
(

b) Sobre una integral: L[f:f(t)dt]zL[f—x)]——f:f(t)dt

Nota 25: Vemos que la transformada de Laplace convierte derivadas e integrales de orden uno en productos y divisiones por la
nueva variable independiente.

Nota 26: La convolucion es una operacion entre dos funciones que produce otra funcioén y que se define como

f(x)xglx)=] f(x—u)glu)du

Nota 27: En los ejercicios y problemas con ecuaciones destinadas a ser resueltas por este método, suelen darse condiciones
iniciales, puesto que vemos en la propiedad a) que la propia transformada de la derivada de una funcion la involucra. Si no se dan
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condiciones iniciales en el enunciado, téngase en cuenta que el valor y(0), conocido o no, es siempre una constante, y asi hay que
tratarlo.

3) Tabular como actia en algunos tipos de funciones elementales:

L[0]=0 L[I]Z% L[x"]= ’:+/1 L[e“x]—sia L[sen(ax)]= szc-l:az
Leoslarll=—2— L/ (all=—4Fs) 1] r(a
LI S SR Gs) Lo f(x))=F(s—a)  LIfla)l=1 F(2)

L[f(x—a)]=e “F(s)
4) Aplicar la transformada a ambos miembros de la ecuacion diferencial:

LIy +a (x) )" ta, (x) = LIS (x)]

Abhora, aplicando las propiedades de la transformada, se llega a una ecuacion diferencial o, mejor,
algebraica, para L[y]

LIy V+b,(s) LIy 2+ +b,(s) LI y]=g(s) — Lly]=Fls)

Nota 28: En ocasiones, aplicando las propiedades anteriores, a veces recursivamente, es posible llegar a obtener una ecuacion
algebraica para L[y], de la que solo hay que despejarla; otras veces, se obtiene una ecuacion diferencial para L[y], por ejemplo

porque
d d

Ll )] == LU ()= = S IsL L (x)]= £ (0)]=1(0))

Nota 29: Si la expresion de L[y] contiene alguna constante, consecuencia de haber resuelto alguna integral indefinida, suele poder
determinarse utilizando la propiedad limite e) del punto 3.

5) Aplicacion de la transformada inversa (con la informacién del punto 2) a F{(s)
L'L[y]l=L""F(s) - y=L"F(s)

Nota 30: A veces, aplicar la transformada inversa requiera un gran trabajo, porque es necesario descomponer la funcion F(s) en partes
que estén en las tablas. Por ejemplo, una fraccion se puede descomponer en fracciones con la descomposicion en fracciones simples.

Nota 31: Con este método pueden resolverse algunas ecuaciones integrales e integrodiferenciales, lineales o no (véase la nota siguiente).
Ejemplo de lineales no homogéneas son

y(x)zsen(2x)+f;y(t)sen(2x—2t)dt y y'(x)ZI—IZy(x—t)efztdt

Nota 32: Dado que L es un operador lineal, su uso en ecuaciones también lineales es mas facil, pero puede ser aplicado siempre que
sepamos como se comporta L con cada parte de la ecuacion original y podamos construir la nueva ecuacion diferencial de L[y]. Por
ejemplo, podria ser que en la ecuacion original apareciese la convolucion y*y', de manera que, como L[y*y'] = L[y]L[y'] = L[V][sL[y] —
1(0)], se obtendria una ecuacion no lineal para L[y], lo que no es problema si sabemos resolverla...

3.2.1.4.3. Los métodos presentados en la seccion 3.2.1.3., para coeficientes contantes, pueden aplicarse
en algunos casos a ecuaciones con coeficientes no constantes, aunque sea para calcular una solucion
particular de la ecuacion completa.

3.2.1.43.1. Cuando se conoce la solucion general de una ecuacion, sea ésta de coeficientes
constantes o no, puede aplicarse el método de variacion de las constantes visto en la seccion
3.2.1.3.1., como ya se hizo para la ecuacion lineal de primer orden en la seccion 3.1.1.1.

3.2.1.4.3.2. También el método de los coeficientes indeterminados (3.2.1.3.2.) permite resolver
algunas ecuaciones de coeficientes no constantes. Por ejemplo, para ecuaciones de la forma
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g Y e e, x Wt a, y=axt,
es facil encontrar una solucion probando con y = bx* y calculando b al sustituir esta candidata a
solucion en la ecuacion diferencial. La ecuacion anterior es un tipo particular de la ecuacion de
Euler o Cauchy, que se ven 3.2.1.5. Podria intentar resolverse la ecuacion homogénea como se
describe alli, o por el método de representacion en series, y luego calcular una solucion particular
de esta forma.

3.2.1.4.3.3. Por ultimo, el método operacional que se aplico en 3.2.1.3.3. podria intentar aplicarse a
algunos casos de coeficientes no constantes.

Grado 1. Para este caso, es facil definir como deberia actuar el operador inverso, porque segtn lo
dicho en 3.1.1.1. (dando el valor nulo a las constantes de la solucion general obtenida alli, porque
ahora estamos interesados en cualquier solucion particular),

(D—V(x))yzg(x) — y'—r(x)y:g(x) PN y:e—fr(x)dxj'g(x)efr(x)dxdx

por lo que puede definirse

1 7J‘r(x)dx fr(x)dx
—F—g(x)=e X)e dx
D—r(x)g( ) fg( )
Grado 2. Para las funciones b(x) y c(x), ya no es posible dar una definicién general que valga
siempre, como mucho para valores de esas funciones tales que exista una solucion particular

y pc(x) que sea pueda obtener por un procedimiento general aplicable siempre (no existe para
cualesquier b(x) y c(x)). Para estos caso, como

(D’+b(x)D+c(x))y=g(x) < y"'+b(x)y'+e(x)y=g(x) o y,(x)
habria que definir (para b*(x) - 4c(x) < 0, porque las raices son complejas conjugadas)

1
D2+b(x)D+c(x)

g(x)=y,.(x)

Grado n. Para poder extender este método a ecuaciones de orden n, habria que hacer
P(D)=(D=r(x))-+(D=r, (x))(D*+b,(x) D+ ¢,(x))-+(D*+b, (x) D+ e, (x))

y después demostrar que hay un resultado tedérico equivalente al del caso de coeficientes
constantes, es decir, un resultado que garantice que se obtendria el mismo resultado al utilizar un
operador como P(D) o la composicidon o suma de los operadores correspondientes a los factores en
que se puede descomponer P(D) (ver el teorema 6.6 de la seccion 6.7 del volumen 2 del libro
Cdalculus, de Tom M. Apostol, valido para el caso de coeficientes constantes). Un resultado asi
estableceria una correspondencia uno a uno entre los polinomios (en D) con coeficientes no
constantes (en x) y los operadores que consisten en aplicar derivaciones (respecto a x) y después
multiplicar por los coeficientes no constantes (dependientes de x). A la vista de la demostracion
del caso de coeficientes constantes, que ocupa unas lineas, parece que el resultado se puede
demostrar también para este caso considerando que un polinomio con coeficientes no constantes
se puede escribir como serie infinita de potencias, por lo que el principal problema al extender el
método operacional para este caso de coeficientes no constantes seria la inexistencia de un
procedimiento general para los polinomios de grado dos, problema que desparece si se trabaja con
numeros complejos... No obstante, yo no he visto este resultado en los libros que he manejado, por
lo que habria que buscarlo o demostrarlo antes de utilizarlo con polinomios de grado mayor a dos
(es decir, a ecuaciones de orden mayor a dos).

Nota 33: Si estuviésemos trabajando con niimeros complejos, como el teorema fundamental del algebra garantizaria la existencia
de n raices complejas (alguna puede ser multiple), bastaria con definir el inverso del operador D — r(x).

Nota 34: Suele presentarse el método operacional solo para el caso de coeficientes constantes (3.2.1.3.3.) y polinomios con raices
reales distintas, dado que aunque exista la posibilidad de extenderlo al caso de algunas ecuaciones de coeficientes no constantes,
como se ha descrito ahora, en la practica el método operacional es costoso de aplicar si no se hace de forma mecanica y rapida.

22



3.2.1.4.4. Método para calcular una solucién conocida otra (caso n = 2). Si ya se conoce una solucion
de una ecuacién de orden 2, esta informacion puede utilizarse para calcular una segunda solucion que
sea independiente a la primera. La intuicién parece indicar que, conocida una solucién no nula y;(x),
una funcion de la forma y,(x) = u(x)y:(x) puede ser suficientemente parecida como para ser solucion,
pero independiente, por no ser un multiplo (el coeficiente depende de x). Las intuicion orienta pero
no demuestra, cosa que hace el wronskiano,

Y )
Yoy,

Y1 uy
y'hou'ytuy’

15,2 ! [; y .2
=u Yy tuy,y ,—uy,y,=uy

porque, dado que suponemos que y; no es la solucidn trivial 0, se tiene que y, es independiente de y,
si, y solo si, u no es una constante. Haciendo el cambio y(x) = u(x)y:(x),

y=uy
y(l):“(l)y1+”y(1l

2 2 (1) (1) 2
Y=uy 20y

)

la ecuacion y(2)+a1(x)y(1)+a2(x)y=f(x) queda
uly7+a,(x) V4 ay (x) y 4y a2y 4 a (x) y )= £ (x)

que, dado que y; es solucion, se convierte en
u Y
”(2)y1+u<1)[2y(11)+al(x)J’l]:O - T])z_z_]_al(x)

(2) (1)
f%dx=—2fy—ldx—f a(x)dx — log(u(l))=—210g(yl)—f a,(x)dx

u(l):ylee—fal(xMx N u:fy;ze—fa,(x)dxdx

Nota 35: Este método recuerda al de variacion de las constantes del apartado 3.2.1.3.1.

e

3.2.1.5. M¢étodo para resolver la ecuacion lineal de coeficientes no constantes de
Euler o Cauchy

Es una ecuacion cuyos coeficientes son monomios cuyo grado coincide con el orden de la derivada a la que
va multiplicando:
)

1. (n—1)

XY a Y e a,  x y Ha,y=F(x).

Para un intervalo contenido en x > 0, el cambio de variable x=¢' convierte la ecuacion anterior en una de
coeficientes constantes (3.2.1.3.), porque t=log(x) v, si se consideran productos del operador derivada
respecto a ¢ y se aplica una demostracion por induccion,
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w_dy _dy dt _ . d
Tdx dt dx  drt”
o_d (dv dr\_d [dy\dt dv d(dt\_d’y o dv o ad[d_|
dx \ dt dx dr | dx  dr dx\dx 7

T T Yo

(3) 3d | d d
—.e.= - __1 __2
4 * dt(dt )(dt )y

.. mdd ) (d_(
Yoo dt(dt 1) (dt (n 1))y

Es util tanto saber desarrollar los tres primeros casos como aprender de memoria esta ultima expresion.
Después de aplicar el cambio de variable, la nueva variable independiente es ¢ y la dependiente y(¢). La
ecuacion se ha convertido en una de coeficientes constantes del tipo 3.2.1.3. Una vez resuelta la ecuacion,
no hay que olvidar deshacer el cambio de variable con y(¢)=y(In(x)).

Nota 36: Si f{x) tiene sentido para valores x < 0, conviene también buscar soluciones mediante el cambio x = -¢".

o

=
-

3.2.1.6. Métodos para resolver la ecuacion lineal de coeficientes no constantes de
Legendre

Esta ecuacion es mas general que la anterior 3.2.1.5., a la que incluye como caso particular:

+...+a,,,1(ax+[5)y(l)+a,,y=f(x).

3.2.1.6.1. Una forma de resolver esta ecuacion es aplicando un cambio de variable andlogo al que se
hizo en 3.2.1.5., esto es, ax + f = ¢, valido para intervalos contenidos en la region ax + S > 0,
siempre que f{x) tenga sentido en esta misma region. Este cambio la convertira también en una
ecuacion del tipo 3.2.1.3. Al final, una vez resuelta, no hay que olvidar deshacer todos los cambios de
variable que se hayan hecho.

n—1)

(ax+p) y"+a,(ax+p)"y

Nota 37: Si f{x) tiene sentido para valores ox + § < 0, conviene también buscar soluciones mediante el cambio ox + f = -¢'.

3.2.1.6.2. Otra forma forma de resolver esta ecuacion es aplicando el cambio de variable ax+f=z,
que la convertird en una ecuacion del tipo anterior de Euler o Cauchy, 3.2.1.5., porque

4y _dy dz _
dx dz dx dz

o) d( dy):ai(dy)_ Ly

Y T\ Y T e\ T
w_  _ ad'y
==L
Y dz"

Después de aplicar el cambio de variable, la nueva variable independiente es z y la dependiente y(z).
Al final, una vez resuelta, no hay que olvidar deshacer todos los cambios de variable que se hayan
hecho.
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3.2.1.7. Método para, conocida una solucion, reducir el orden de una ecuacidén
lineal homogeénea de coeficientes no constantes

Si ya se conoce una solucion y; de una ecuacion de orden #, esta informacion puede utilizarse para obtener
una ecuacion diferencial cuyo orden es n-1 y cuya variable es z = dy/dx. Haciendo el siguiente cambio

y(x)=u(x)yi(x), se tiene
y=uy
)J’1 tu y(ll)
)—i-u y(12>

H=y

y<2>:u(2)yl+2u(1)y(ll

(n—1)

y, al sustituir en la ecuacion 3'"'+a,(x)y" +--+a,(x)y=0, reordenar los términos y utilizar que

y(I")Jra, (x)y(lnfl)+~-+an(x) y,=0, se obtiene una ecuacion diferencial lineal homogénea equivalente

de orden n-1y variable z = dy/dx

Nota 38: Si n =2, se llega a una ecuacion de grado uno que solemos saber resolver.

-
3.2.2. De grado m en y
3.2.2.1. Método para reducir el orden en las ecuaciones del tipo F(y, »", -+, y")=0

En estas ecuaciones no aparece la variable x. Se resuelve aplicando el cambio de variables y'=p. Como
no aparece la x, para sustituir las derivadas en la ecuacion original es necesario calcularlas aplicando la
regla de la cadena y dejarlas en funcion de p e y, sin la x:

(2)_dp_dpdy_dp 5_d'p

2 (4)_
dx dy dx dyp Y dy’ P

2
wf, o

Al final del proceso, se sustituye en la ecuacion original y se obtiene

Gly,p,p", -, p"")=0

Esta ecuacion diferencial es de orden n-1, es decir, el orden se ha reducido en una unidad. Su resolucion,
por alguno de los otros métodos, llevaria a encontrar p ( y) . Después habria que deshacer el cambio

B B
0% Ip(y)dﬁ

Finalmente, si se desea y es posible, se podria despejar y=g|(x).

BN

3.2.2.2. Método para reducir el orden en las ecuaciones del tipo F(x, y* -, »")=0

En estas ecuaciones no aparece la variable y. Se resuelve aplicando el cambio de variables "= p. Se
obtiene una ecuacion del tipo
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G(x,p,p", -, p" =0

Esta ecuacion diferencial es de orden n-k, es decir, el orden se ha reducido en & unidades. Su resolucion,
por alguno de los otros métodos, llevaria a encontrar p(x). Ahora, la ecuacion y(")( x)=p(x) es del
tipo 3.2.1.1.

3.2.2.3. Método para reducir el orden en ecuaciones homogéneas en y, ',...

Estas ecuaciones son aquellas de la forma F(x,y, ym I y(")): 0 en que se verifica que F es una
funcién homogénea de grado k con respecto a las variables distintas de x, esto es,
Flx,ay,ap", - ay")=a"F(x,y, 5", y")
En esta ecuacion, se divide por ¥, con lo que se obtiene que la funcion sea homogénea de grado 0
(1) (n)
F(x,y_,...,y )_0
y y
y(l)
Ahora se aplica el cambio de variable z==—, lo que implica que
y
S L N P S U
y(3):(z<2)+ZZZ<1))y+(zm+zz)y(l):(z(z)-i- 2ZZ(1))y+(z(1)+zz)zy:(z(2)+ 3zz(l)+z3)y y(4):---
Entonces, al sustituir
(1) (2) . 2 (3) 2) 0 3
Y —; YWy, L= P43 y(4)=~--
y y y

en la ecuacion, se obtiene una ecuacion con un orden z-1 en z:

G(x,z,z(l),---,z("_”):O

o

E—1
—

3.2.2.4. M¢étodo para reducir el orden en ecuaciones homogéneas en x, y, dx, dy,
dx,...

Estas ecuaciones son aquellas de la forma F(x, y, dx,dy, d’x, dzy, -,d"x,d"y)=0 en que se verifica
que F es una funcion homogénea de grado k& con respecto a las variables distintas de x, esto es,

Flax,ay,adx,ady,ad’x,ad’y,--,ad"x,ad"y)=a"F(x,y,dx,dy,d’x,dy,-,d"x,d"y)

En esta ecuacion, se divide por x*, con lo que se obtiene que la funcion sea homogénea de grado 0
9 9 9

0

’

pl2 d dv dx &y d'x d'y)
x'x'x  x  x 7 x x

t
. . . xX=e . , y1e . .
Ahora se aplica el cambio de variable [ . (este cambio sdlo es valido para x > 0; sin embargo, si una
y=ze
funcion es homogénea respecto a x, los valores que toma para -x quedan determinados), con lo que

y=xz
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E:e—x — Y—dt
%z%z—i—x%:x(z—i—%) — d—yZZdH‘dZ
d;;=%(%)=%(d)=et=x — djc—xzaft2
R “lzyzalt2 z+2@+d—222 =dfz+2dz dt+d’z
X dt  dt

Entonces, al sustituir estas cantidades en la ecuacion, se obtiene una ecuacion cuyas variables son ¢y z:
J(z AU Z(")):O

Como ¢ no aparece explicitamente, esta ecuacion es del tipo 3.2.2.1. y, por tanto, se puede reducir su orden
en una unidad. En el apéndice A.3. se ha incluido un enlace a un documento sobre las distintas notaciones

utilizadas en Calculo Diferencial.

i

4. Busqueda de ecuaciones: de la funcion a la ecuacion

Dada una familia multiparamétrica de curvas [ (x ,Y.Ct, Cn)=0, donde x es la variable independiente, y
la dependiente y ¢y constantes o pardmetros que determinan la familia de curvas, el siguiente sistema,
formado por las derivadas implicitas de f con respecto a x,

Slx,y,ep006,)=0
filay yen o e,)=0

o,y 3 e e, )=0

debe permitir construir una sola ecuacion donde no aparezca ninguna de las constantes cx:

F(x,y,y(l),---,y(”))=0 [1]
6
Glx, y ", y)=g(x) 2]
Si la familia de funciones estd dada en forma explicita, y=/ (x,c,,,¢c,), en vez de implicita
f(x,y. ¢, ¢,)=0, seprocede igual (véase el ejemplo 3 de mas abajo).

Ejemplo 1: Familia de circunferencias centradas en el origen

x2+y2=C (1) (1) X
axt2yylll=g — APy =0 =y

2 2
X +y =c —
7 y
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Ejemplo 2: Familia de circunferencias con el centro en el eje x y tangentes al eje y

2 2 2 5

2 2 Xty =cx 5 2 A2 W (_y'—x

X +y=cx 2x+2yy“)=c X +y =2x"+2xyy ' — ¥ oy

Ejemplo 2: Familia de parabolas
_ Y
+yl=ex — yﬁ)_—céix(xczi) T — 1() — 2y)=("y
- - 1)\2 2 =
y(z);2c ’ (W) der 2y
1

Nota 39: Al dividir por x ¢ y, se supone que se busca la solucion lejos de x =0 y donde y no se anule.

5. Familias ortogonales de funciones (caso n = 1)

En esta seccion se incluye una aplicacion de los conocimientos adquiridos en las secciones 4 y 5. Dada una
familia uniparamétrica de curvas y,=f (x,¢c) (forma explicita) que verifica la ecuacion diferencial
ordinaria F (x, Y,y ')= 0, entonces la familia »,=f 2()6 , C) que es solucion general de la ecuacion

F(x,y,—%)zO,
y

es perpendicular a la familia »,. Véase la figura siguiente, tomada del libro de Simmons:

Nota 40: El que la ecuacion diferencial de la familia perpendicular a una dada resulte de sustituir y' por -1/y' en la ecuacion de esta primera familia

dada, se debe a que, en dos dimensiones, uno de los dos vectores perpendiculares al que tiene componentes (a,b) es el vector (-b,a).

Ejemplo 1: Familia de circunferencias centradas en el origen y familia de rectas que pasan por el origen

2 2
+y’= X
YT = ax42yy=0 - M=%

X+ y’=c
4 2x+2y =0 y



1
_W__i - —%dxz—%dy — log(y)=log(x)+c, — elel=glel g 5 y=cx

Las dos familias de funciones se representan en la siguiente figura, tomada del libro de Simmons:

Ejemplo 2: Familia de circunferencias con el centro en el eje x y tangentes al eje y y familia de circunferencias
con el centro en el eje y y tangentes al eje x

2 2 2 2
2, .2 Xty =cx 2, 2 A2 1) (1_Yy —x
X +y=cx — 2X—i—2yy(1):c — X+ y =2x"+2xyy  — Yy xy
1y —x (1) 2xy
Ty ) ey
y Xy X =y
Como esta ecuacion diferencial es homogénea (3.1.1.3.), aplicando el cambio de variable y = xv
2x’y 1= 1
v+xvm=ﬁ — sdv=—dx — log =log(x)+c,
X —=x"v v+v x I+v
log - 2 Zlog(x)+cl - log(l:vz) log(x) ¢ — ;- 60X — v 76X
l+v e =e ~ e l1+v I+v
y
x2+y2_02 — x’+y'=cy
Se ha utilizado que
1—v v 1 n 1 2
dv= dv— dv=log(v)——=log(1+v")—=log(1+v")=lo
J~v+v fv+v3 JNH—VZ g() 2 g( ) 2 g( ) 8 1+1?
porque
1 1 1 2
dv=| =dv— dv=Ilog(v)——=log(1+v ——log 1+v)
J‘v+v3 ’[V '[l—i-v ) 2 ( ) y f1+v (

ya que, descomponiendo en fracciones simples, dado que es una integral racional,

I _ 1 A B+C_ _1 v

v+’ v(1+v2) VoY Vo144

Las dos familias de funciones se representan en la siguiente figura, tomada del libro de Simmons (en este libro
estos calculos se hacen en coordenadas polares, no rectangulares):
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Nota 41: Se han utilizado las propiedades del logaritmo que dicen que log(ab) = log(a)+log(b) y log(a/b) = log(a)-log(b), porque log(a") = nlog(a).
Quien quiera repasar los métodos para resolver integrales puede consultar http://www.Casado-D.org/edu/NotasAnalisis.pdf.

 —

A. Apéndices

A.1. Sobre la adicidon de una constante al resolver cada integral indefinida

En rigor, debe afiadirse una constante cada vez que se resuelve una integral indefinida. Sin embargo, en esta
asignatura no siempre se hace, sobre todo en pasos intermedios. Hay varios posibles motivos, dependiendo del
caso:

(a) A veces se llega a soluciones equivalentes: si una funcién es solucion de una ecuacion lineal, sumar
un multiplo de una solucién particular de la homogénea o considerar otra solucion particular distinta
de la ecuacion ampliada llevan a la misma familia de soluciones general de la ecuacion completa

(b)Cuando se busca una solucion particular, es posible —e inteligente— omitirla, es decir, darle el valor
particular 0. Por ejemplo, véase como al resolver las ecuaciones lineales, 3.1.1.1., hay textos que
directamente prescinden de c;, lo que equivale a darle el valor 0 o a dar el valor 1 a ¢,; esto no tiene
repercusion, porque vemos al final que ¢, se cancela en el primer sumando y forma parte de otra
constante en el segundo sumando, lo que ademés concuerda con lo dicho en el punto (a) anterior; sin
embargo, ndtese que al resolver la ecuacion de la v si hay que afadir la constante c¢;. Notese que en
los casos de ecuaciones no lineales, que son mayoria en el documento, el objetivo suele ser calcular
solo una solucién particular.

(c)Cuando hay varias integrales indefinidas (con respecto a la misma variable independiente) en
términos lineales de una ecuacion, aunque habria que afiadir una constante al calcular cada una de
estas integrales, se puede pensar que las constantes van quedando implicitas en las integrales que
quedan por resolver, con lo que se afiadiria anadir una constante s6lo al resolver la ultima. Esto es
posible solo si todas las integraciones se han de hacer con respecto a la misma variable.

Esto, el afiadir a veces constantes y a veces no, puede crear confusion; se puede memorizar cudndo puede
omitirse, razonarlo o, alternativamente, afadirla siempre e ir arrastrandola (aunque pueden complicarse
ligeramente los célculos intermedios). En la mayoria de libros no suele mencionarse siquiera este detalle.

o

E—1
—
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A.2. Algunas observaciones generales

Con el fin de organizar un poco la informacion, en la seccion 3. hemos clasificado las series primero por el
orden, luego por el grado, luego por la linealidad, y finalmente por otros criterios. Ahora, para poder sacarles
mas provecho a los métodos que alli se presentaban, hacemos algunas observaciones:

(a)Las expresiones de algunas ecuaciones se han dado con gran generalidad, en términos de funciones
genéricas F, G, f 6 g. Como estas funciones pueden tener propiedades compatibles con otros criterios,
como que sean funciones homogéneas o de variables separadas, puede haber ecuaciones que
pertenezcan a varios tipos o que se puedan resolver por métodos distintos. Por ejemplo, pueden tener
grado m 6 1, o ser de funciones homogéneas. Por otro lado, el que aqui se presenten métodos para
algunos tipos de ecuaciones no significa que no existan otros métodos que también las resuelvan.

(b) En general, como se han visto varios métodos para algunos tipos de funciones, pueden resolverse por
mas de uno. Por ejemplo, y" + y = 0 puede resolverse por el método de las lineales homogéneas con
coeficientes constantes (3.2.1.2.), por el método de representacion en series (3.2.1.4.1.) o por el de la
transformada de Laplace (3.2.1.4.2.), y' = 2xy puede resolverse por el método de variables separadas
(3.1.1.2.) o también por el representacion en series (3.2.1.4.1.), y las ecuaciones de Euler o Cauchy
(3.2.1.5.) pueden resolverse por el método de representacion en series (3.2.1.4.1.).

(c)Las ecuaciones homogéneas de la forma (3) de la introduccion, son un caso particular de las no
homogéneas de la forma (2), por lo que los métodos dados para ecuaciones no homogéneas son
aplicables también a las homogéneas, aunque, dado que estos ultimos estan destinados a hallar una
solucion particular de la ecuacion completa, puede que solo sean capaces de hallar una solucion
particular de la homogénea (después hay un método para, conocida una solucion, hallar otra
independiente) o incluso la solucion trivial nula (método operacional, por ejemplo).

(d)Algunos de los métodos dados para ecuaciones de orden n son aplicables a las de orden 1, aunque
debido a que estas ultimas son mas sencillas ya disponen de sus métodos propios. Por ejemplo, el
método de Laplace (3.2.1.4.2.) puede también ser aplicado a ecuaciones de orden 1, caso que de
hecho suele llevar a una ecuacion algebraica, no diferencial; o los métodos que reducen en un grado
el orden de la ecuacidn, que, aplicados a una que es de orden 1, suelen llevar a su solucion
(comparense 3.2.2.1.y 3.2.2.2. con 3.1.2.2. y 3.1.2.3., respectivamente).

(e) Algunos de los métodos dados para ecuaciones de grado m son aplicables a las de grado 1, aunque
debido a que estas ultimas son mas sencillas ya disponen de sus métodos propios. Nada impide
aplicar los métodos de 3.2.2.1.,3.2.2.2., 3.1.2.2. y 3.1.2.3. a ecuaciones de grado 1.

(f) Los métodos dados para las ecuaciones de coeficientes no constantes son aplicables a las ecuaciones
de coeficientes constantes, como caso particular que son (por ejemplo, como se ha dicho y" +y =10
puede ser resuelta por el método de representacion en series de potencias); aunque, de nuevo, dado
que estas ultimas son mas sencillas disponen de métodos propios.

P .

=
—

A.3. Notaciones en el Calculo Diferencial

El lector interesado en las notaciones mas frecuentes que se suelen utilizar para las derivadas y los
diferenciales cléasicos, puede consultar http://www.Casado-D.org/edu/NotacionesCalculoDiferencial.pdf

BN
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